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lieber die constante elektrische Strömung in 

ebenen Platten. 

(Von Herrn E. Heine in Halle.) 



§. 1. llerr Kirchhof gelang in seiner Tlieorie der elektrischen Strö- 
mung *) zu höchst einfachen Ausdrücken flir die sogenannte elektrische Span- 
nung oder das elektrische Potential, wenn der Strom durch eine ebene Platte 
hindurchgeht, welche unendlich gross oder endlich und zugleich kreisförmig 
ist. Eine völlig befriedigende Uebereinstimmung mit den aus der Theorie 
gefundenen genauen oder Annähemngs - Formeln zeigen die Versuche des 
Herrn Kirchhof selbst , ebenso wie die späteren , welche Herr Quincke **) 
sowohl an kreisförmigen nicht homogenen, als auch an sehr grossen homo- 
genen quadratis(*.hen Platten angestellt hat. 

Im Folgenden werde ich das elektrisc^he Potential zunächst flir solche 
homogene Platten ableiten, flir deren Abbildung auf den Kreis man fertige 
Formeln vorfindet, nämlich für Rechtecke und elliptische Platten. Die Re- 
sultate lassen sich sofort auf den Fall solcher Platten übertragen, die man 
durch conforme Abbildung eines Rechtecks erzeugen kann, vorausgesetzt 
dass die Systeme orthogonaler Linien bekannt sind, welche den Parallelen 
zu den Seiten des Rechtecks entsprechen. Für alle solche Platten zeichnen 
die Resultate sich durch Einfachheit aus. 

Dies findet man im ersten Abschnitte. Im zweiten Abschnitte löse 
ich die gleichen Aufgaben mit Hülfe der bekannten analytischen Methode, 
die zur Abbildung ebener Figuren auf einen Kreis dient, um zu zeigen, 
wie man die Schwierigkeiten überwinden kann, welche die Anwendung 
dieser analytischen Methode auf Platten von den oben bezeichneten Formen 
verursacht, die vorzugsweise aus der Entwickelung des Logarithmus einer 
Entfernung entspringen. 



*) Ueber den Durchgang eines elektrischen Stromes durch eine Ebene, ins- 
besondere durch eine kreisförmige; PoggendorffB Ann. Bd. 64, S. 497. Nachtrag dazu; 
Poggendorffs Ann. Bd. 67, S. 344. 

**) Ueber die Verbreitung eines elektrischen Stromes in Metallplatten; Poggen-- 
dorlfs Ann. Bd. 97, S. 382. 
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2 Heine, constante elektrische Strömung. 

Erster Abschnitt. 

§. 2. Durch eine beliebig begrenzte homogene ebene lUatte möge 
ein constanter Strom gehen, welcher mit bekannter Stärke in gegebenen 
Punkten der Platte A^^ A^^ etc. einströmt. Die physikalische Aufgabe, das 
elektrische Potential Y in einem willkürlichen Punkte P der Platte zu 
finden, lässt sich, nach Herrn Kirchhoff, mit der folgenden mathematischen 
vertauschen : 

Es soll eine Function V der rechtwinkligen Coordinaten gefunden 
werden, welche in jedem Punkte P der ebenen Platte der partiellen Diffe- 
rentialgleichung des logarithmischen Potentials [A F= 0] genügt; — die bei 
Annäherung des Punktes P an gegebene Punkte A^^ -^2, etc. unendlich 
wird wie 

EJogPA + £2logP^+--+^.logP^,+-.., 

wenn die E gewisse bekannte Constante vorstellen, deren Summe Null ist, 
PA, femer die geradlinige Entfernung des Punktes P von A, bezeichnet; — 
die in allen übrigen Punkten der Platte den bekannten Stetigkeitsbedin- 
gungen flu' Potentiale genügt; — die endlich am Rande nach der Normalen 
differentiirt Null giebt. Durch diese Bedingungen wird die Function V bis 
auf eine willkürliche additive Constante bestimmt. 

Herr Kirchhojf hat, wie oben erwähnt wurde, den Werth von Y, 
welcher den Bedingungen entspricht, flir die Kreisplatte ermittelt. Ist p 
der Radius dieses Kreises mit dem Mittelpunkte üf, so construire man zu 
jedem Punkte A, jenen zugeordneten B,, der sowohl in der Geometrie als 
auch in der Physik bei dem Kreise und der Kugel eine bedeutende Rolle 
spielt, der nämlich mit A, auf dem gleichen Durchmesser [MA, ÄJ, auf der- 
selben Seite, von M aus gerechnet, und in einer solchen Entfernung liegt, 
dass MA,.MB, = (}^. Dann wird, abgesehen von der willkürlichen Con- 
stanten, 

(1.) V = 2!EMgiPA.PB,), 

wenn sich die Summation auf alle verschiedenen Einströmungspunkte A, 
bezieht 

§. 3. Einen analytischen Ausdruck fllr zwei zugeordnete Punkte 
findet man sofort, wenn man bei der Constmction von B «ich des folgenden 
Verfahrens bedient: Durch den Mittelpunkt M lege man die Axe des Reellen 
beliebig, senkrecht darauf in M die Axe des Imaginären. Vom Punkte A 
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aus, der durch eine complexe Zahl A ausgedrückt werde [r (cos 9)+« sin v)] 
gehe mau zu seinem Spiegelbilde A' über, den Punkt A leuchtend, die Axe 
des Reellen spiegelnd gedacht [r(cos9)— isin^))]. Der reciproke Punkt zu 

A in Bezug auf den Kreis [-^ 3-r • — ^ J ist jener A zugeordnete Punkt 

B. Reciprok in Bezug auf den Kreis heissen irgend welche Punkte P 
und Q, wenn ihr Product P.Q gleich p^ ist. 

§. 4. Es soll nunmehr dcis elektrische Potential der elliptischen Platte 
aufgesucht werden. Der Mittelpunkt der Ellipse heisst M und ihre Excen- 
tricität wird zur Einheit gewählt. Eine grosse resp. eine kleine Halbaxe 
möge zugleich die positive Richtung der Axe des Reellen und der X^ resp. 
der Axe des Imaginären und der Y vorstellen. Die grosse Halbaxe werde 
gleich cosir gesetzt und e positiv reell genommen, endlich 4t? = — logj 
gesetzt. Statt der rechtwinkligen Coordinaten x, y führe man die elliptischen 
t, u ein, und hat dann folgende Abhängigkeiten: 

a: = cosffi.cos/, 0<<<27r, x+iy = Zy _ 

log^f == —4t?. 
ijf = sinin. sinf^ 0<ii<«?, t+ie = v), 

Herr Schicarz hat gezeigt, dass die elliptische*) Function snc 

alle Punkte im Innern der Ellipse auf das Innere eines Kreises mit dem 
Radius -rr- abbildet; diese Bilder im Kreise von den mit grossen Buch- 
staben versehenen Punkten der Platte, nämlich von dem Mittelpunkte M 
der Ellipse, den Einströmungspunkten A, und einem willkürlichen Punkte P 
der Ellipse, werden durch die entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnet. 

Es ist ein wesentlicher Umstand, dass dieselbe Function einen Theil 
des äusseren Raumes der Ellipse (und zwar den Raum zwischen der ge- 
gebenen Ellipse und der confocalen mit der grossen Halbaxe cos 2t c) auf 
den ganzen unendlichen ebenen Raum ausserhalb des Eü*ei8es abbildet 
Zugeordneten Punkten a und b des abbildenden Kreises werden also Punkte 
A und B in der Ebene der Ellipse entsprechen, die bei Ellipsen die Rolle 
der zugeordneten spielen. Dies geht sofort aus der bekannten Gleichung 

(a.) ftsncÄ.snc(iÄ''— ä) = 1 



*) Mit Gudermann setze ich hier snu, cnti^ dn ti, wo Jacobi sin, cos oder Aamti; 
femer sncti, etc., wo Jacobi sincoamti, etc. 
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hervor, welche man in die Form 



l'/r.snc — (tu— r logget) = - 



}'k snc — (— in — 'j log^ + ') 



setzen kann, jährend u alle Werthe von bis t?, daneben — ilog^f— n 
die von r bis durchläuft, so durchläuft in der That w — |log^ die von 
r bis 2r. 

Man kann auch leicht den analytischen Ausdruck flir zwei zuge- 
ordnete Punkte der Ellipse und die entsprechenden des Kreises angeben. 
Hat ein Punkt A^ die elliptischen Coordinaten t,, u,y so ist sein Bild im 

Kreise snc — w,; dessen Spiegelbild (§. 3) gegen die durch i» gehende Axe 

2K 

des Reellen a, wird snc — (t — iu)^ und der reciproke Punkt 6, ausserhalb 
des Kj-eises, in Folge der Gleichung (a.), da der Radius -jr- ist, 

2K / i \ 

snc — (tfi,— 2 bg^f — /J, so dass also bei der Ellipse der innere Punkt 

mit den- elliptischen Coordinaten *, u, immer einen äusseren mit den Coor- 
dinaten 271 — *, w— Uog^ als zugeordneten besitzt. 

Ganz entsprechend der Gleichung (1.) im §. 2 findet man nun den 
Ausdruck des Potentiales V fUr die elliptische Platte durch die Gleichung 

(2.) V = i:EAog(pa,.pb,\ 

in der also p und a, die Bilder von P und A^ bei der Abbildung auf den 

Kreis mit dem Radius -^j- bedeuten, während 6, der dem a, zugeordnete 

Punkt im Kreise ist. Der fertige analytische Ausdruck lässt sich nach 
dem Obigen sofort bilden, wenn man beachtet, dass die Entfernung zweier 
Punkte V) und w, sich als Modulus der Differenz ihrer Zahlen, mod(tt?— wj 
ausdrücken lässt Es geht demnach (2.) über in 

V = ^E.logmod »nc — «? — snc — irj 

12*.) { ' 2K 2K i 

-f--Z£,logmod[snc — lu— snc («««.—-H-log^ — <.)]. 

In der That genügt sowohl (2.) als (2*.) allen Bedingungen, die das 
elektrische Potential (§. 2) zu erfüllen hat. Da nämlich V die Summe 
einer Function von a:+yi und einer von x—yi ist, so genügt es der Glei- 
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chuBg AV=0. Ferner wird der Logarithmus der Entfernung zweier 
Punkte PA in derselben Art unendlich, wenn P auf A fällt, wie der Lo- 
garithmus der Entfernung ihrer Bilder, vorausgesetzt dass wie im vorlie- 
genden Falle der Differentialquotient der abbildenden Function fiz) nach s 
noch in A endlich und von Null verschieden bleibt. Es wird aber auch 
der Differentialquotient von V nach der Normalen am Rande Null, da beim 
Fortrücken des Punktes P vom Rande der Ellipse auf der Normalen sein 
Bild p vom Rande des abbildenden Kreises auf dem Radius fortrückt, und 
man bereits aus den Untersuchungen des Herrn Kirchhof weiss, dass der 
Ausdruck i^l.) im §.2, folglich der ihm gleichgebildete (2.), am Rande 
nach dem Radius differentürt verschwindet. 

§. 5. Das Verschwinden des Differentialquotienten von V nach der 
Normalen, oder was dasselbe besagt, nach u, am Rande der Ellipse lässt 
sich auch ganz direct nachweisen. Hierzu sowie auch zu manchen Ver- 
einfachungen dienen folgende Bemerkungen: 

a) Sobald V durch eine Gleichung von der Form (2.) 

ausgedrückt wird, wo f irgend eine Function der Veränderlichen t, u, und 
der Constenten t,, u, bezeichnet, so bleibt die Gleichung noch richtig, welche 
dadui'ch entsteht, dass man in jedem Gliede zu f, dieselbe Function von t 
und Uy die aber nicht t^ und u^ enthalten darf, hinzulegt, — weil nämlich 
^E, = 0. 

b) Femer darf man zu f, eine beliebige Function von /, und u,^ die 
nicht t und u enthält, oder eine beliebige numerische Constante hinzufügen, — 
weil dieses nur auf die willkürliche Constante in V einwirkt. 

Dass solche Hinzufügungen oder Fortlassungen vorgenommen werden, 
die nicht den Werth der gesammten Summe auf der einen Seite der Glei- 
chung für K, sondern nur der einzelnen Glieder afficiren, werde ich dadurch 
andeuten, dass ich mich des Gleichheitszeichens = statt = bediene. 

c) Zerfällt eine Function^ in eine Summe von der Form (p{t+iu)+yj(t—iu\ 
so wird man das Resultat der Differentiation von f nach in erhalten 
können, wenn man (p{t+iu)''ip{t—iu) nach t differentürt. Sind (p und y/ 
Logarithmen von Functionen, =\og(pi{t+iu)^ logV'i (' — ««), so wird folg- 
lich das Resultat der Differentiation nach iu mit dem Differentialquotienten nach 

t von loff--^-^ übereinstimmen. 
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dV 

Das Verschwinden von ^— flir ti = r ergiebt sich, indem der Diflfe- 

rentialquotient des mit E, multiplicirten Gliedes von V in (2*.) nach tu, 
in Folge von (c), gleich ist dem nach t von 

2K 2K 

snc — to — snc — w. 
n n 



l^S"^^^ -2F7 :^ 2K 



snc 



— (tfi-O-snc — (^ttt,-ylog9 + lJ 



2K . 2K 

— IT m — 

n n 

der Bruch nach §. 4, a in 



2K 2K t 

Am Rande, also fUr ii = — i log ^f, verwandelt sich — w in — t-^-^tC, also 



logmod y snc(— t + y Ä')snc — (/,+ tu,) , 

welches, nach den Bemerkungen ad (a) und (b), =Null ist. 

Nach denselben lässt sich auch die zweite Summe auf der rechten 
Seite von (2*.) in dem Ausdrucke für K in eine andere Gestalt bringen; 
mit Hülfe von (a.) wird sie nämlieh 

[2K 2K 1 

1— *snc — IT. snc — (/,— tfi)J. 

§. 6. Es soll nunmehr das elektrische Potential V eines Rechtecks 
OTNU aufgesucht werden *). Seine Grundlinie OT habe die Länge n und 
sei zugleich die Axe des Reellen; die Höhe OU sei gleich — log^f und 
zugleich die Axe des Imaginären; man setzt t+iu^tc. 

Um das Resultat in möglichst symmetrischer Gestalt anzugeben, nehme 
ich zu jedem Einströmungspunkte A, drei Hülfspunkte Ä,, C,, D, hinzu, — 
die drei Spiegelbilder von A, gegen die spiegelnden Axen OT und OU (der 
Punkt A^ sei t^+iu,; dann sind die Punkte Ä., C,, D, ausgedrückt durch 
<,— tu,, —/,— ifi,, —t,+iu,). Bildet man nun die Ebene des Rechtecks so 

ab, dass das Bild des Punktes tt gleich sn^ — ist und bezeichnet wiederum 

die Bilder wie im §. 4 mit den kleinen Buchstaben, so wird das gesuchte 

*) Ein Freund, dem ich diese Arbeit mittheilte, machte mich darauf aufmerksam, 
dass die Äuf|?abe fbr das Rechteck bereits von £. Jochmann in Schlömilchs Zeitschrift 
(tir Math., Jahrgang 1865, durch die Methode der wiederholten Spiegelungen gelöBt 
und auf Jacofrtsche 6 -Functionen zurückgef&hrt sei. Seinem Rathe folgend, unter- 
drücke ich dennoch nicht diesen Theil meiner Arbeit, nicht nur wegen der Verschieden- 
heit der Methoden und der neuen Form des Resultats, sondern auch weil diese Auf- 
gabe, in Ansehung des Inhaltes der §§. 7 und 10 einen nothwendigen Theil meiner 
Arbeit bildet. 
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Potential im Punkte P oder w = t + iu 

(3.) V = ^E,log{pa,.pb,.pc,.pdX 

* 

und der analytische Ausdruck hierfür 

(3*.) V = -SE,logmod[sn'-^fr~8n'^-fpJ[sn'^ir--8n^^^(^^^ 

eine Formel, die, wenn man den Anfangspunkt von weg in die Mitte der 
Linie OV verlegt, eine ganz ähnliche Gestalt erhält wie (2*-). 

Die in der Einleitung erwähnten Versuche des Herrn Quincke be- 
treffen den Fall, dass log^ = — ti und zugleich die Einheit sehr gross oder, 
was dasselbe besagt, dass die t und u sämmtlicher Punkte P und A, klein 
genommen werden; femer fordert die Ableitung der Näherungsformel, 
welche Herr Quincke seiner numerischen Rechnung zu Grunde legt, dass 
die Einströmungspunkte in der Diagonale ON liegen. Diese Näherungs- 
formel ist 

V = ZEMg{PA.PB,.PC,.PDy 

Man erkennt aus den nunmehr vorliegenden allgemeinen Ausdrucken (3.), 
dass für die Näherungsformel nur die eine Voraussetzung erforderlich war, 
es müsse /, ii, <,, u,^ hinlänglich klein sein, da dann 8n(< + ffi), sn(<, + tfij 
proportional t±iu^ t,±iUi selbst sind; dadurch geht (3.) in obige Näherungs- 
formel über, die eine solche also auch für alle nicht regulären Rechtecke 
und für Einströmungspunkte ist, die nicht in der Diagonale liegen. 

Nach der Methode des §. 4 leitet man die Formeln (3.) so ab: Bei 
der Abbildung des Rechtecks auf einen Kreis mit dem Radius 1 ist bekannt- 
lich das Bild eines Punktes r + iv 

i — cn — (j + iv) 



8n--(T + .t;) 
n 



wenn t und v sich auf ein dem ursprünglichen der t und u paralleles Coor- 
dinatensystem beziehen, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt M des Recht- 
ecks ißt. Obige Formel transformire man in den gleichen Ausdruck 



&sn^(T+it;).snc[^(r+tt;) + i7f']. 



Das Spiegelbild dieses Punktes im Kreise gegen die spiegelnde Axe des 
Reellen, welche durch den Mittelpunkt des Kreises m geht (§. 3) entsteht 
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durch Verwandlung von f in — t;,- der reciproke Punkt zum Spiegelbilde, 
zugleich der zugeordnete zu dem vorigen, wird daher (vgl. (a.) im §. 4) 

&snl — (r — i v) + iK'\ snc — (r—iv). 

Führt man nun wieder die Coordinaten /, u ein, indem man setzt 

80 wird bei der Abbildung auf den Kreis das Bild eines Punktes t-\-%u 

was zur Abkürzung gleich f{t+iu) gesetzt werden mag, während der zu- 
geordnete Punkt im Kreise [[t—tu) ist. 
Nach §. 4 wird also 

V = 2:EJogmod[/(fc?)-Afc?J].|/ifc?)-A'.-»«'.)], 

und hiermit ist die Aufgabe gelöst Um die Gleichung in die Form (3.) zu 
bringen, setzt man fllr f seinen Werth in V ein; es hat jeder der beiden 
Factoren die Form 

sn(|+a).sn(|— a) — sn (?? + «). sn(i? — a), 

wenn gesetzt wird 

2a = Ä^+tüT, n'§ = K{t^iu) , tii? = K{t,±%u). 

Dieser Ausdruck verwandelt sich {Jacobi^ Fund, nova theor. funct. ellipt 
§. 18, No. 7) in 

sn'l — Bü^« sn'iy — su'a 

1 — fc'sn'lsn'a 1 — ft'sn'i^sn'a ' 

und geht, durch Zusammenziehen, in das Product von sn'l— sn^i? mal einem 
Factor über, der nur « und k enthält, dividirt noch durch das Product der 
beiden Nenner, wird daher (§. 5, a, b,) 

= sn'^— stfi?, , 

wodurch die Formeln (3.) erwiesen sind* 

Anmerkung. Dass am Rande der Differentialquotient von V in 

dV 

(3.) nach der Normalen genommen verschwindet, d. h. -g- fllr / = und 

dV 

t = n, -^ für w = und u = —\ogq, erkennt man sofort durch das Ver- 
fahren des §. 5, indem man, um den Factor von E^ zu erhalten, den Loga- 
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rithmus des Modulus von 



an' an 



n n 



gn'-— ^^ — sn' 



für < = und /=i7r nach i«, für ti = und ti=— logg nach / zu differen- 
tiiren hat. Wie im §. 5 so bemerkt man auch hier schon vor der Diffe- 
rentiation dass Null als Resultat hervorgeht. 

§. 7. Die Formeln (2.) und (3.) bleiben noch anwendbar, wenn auch 
die Platten nicht Ellipsen oder Rechtecke sind, sobald man nur im Stande 
ist sie conform auf ein Rechteck abzubilden. Sind t und u die rechtwink- 
ligen Coordinaten in einer Ebene, x und y in einer zweiten, und ist 

wo f eine derartige bekannte continuirUche Function bezeichnet, dass die 
Punkte t, u und x^ y sich eindeutig entsprechen, auch x den reellen, iy 
den imaginfiren Theil von f{t+iu) vorstellt, so werden in der Ebene x, y 
zwei Systeme orthogonaler Curven bestimmt. Die vier Individuen dieser 
Systeme, für welche « = 0, t^n, ii = 0, ti = — logjf wird, schliessen eine 
Platte in der Ebene x, y ein, deren Potential V im Punkte x, y genau 
durch die Formeln (3.) gegeben wird, wenn den Einströmungspunkten x,, 
y, die Punkte t,, u^ entsprechen. Tritt aber, wie bei den elliptischen Platten, 
der Fall ein, dass die Curven, welche zu einem festen Werthe von u ge- 
hören, schon für sich die ganze Begrenzung eines Theiles der Platte bilden, 
und ist die ganze Platte der volle Raum , dem ii = — J log q entspricht, 
während t alle Werthe von bis 27i durchläuft, so wird das Potential im 
Punkte X, y durch die Formeln (2.) ausgedrückt. Dies folgt sowohl aus 
einer der früheren ähnlichen Betrachtung, als auch aus der analytischen 
Methode, durch welche nun die bisher gewonnenen Resultate noch einmal 
abgeleitet werden sollen. 

Zweiter Abschnitt. 

§. 8. Die Aufgabe über das elektrische Potential einer Platte lässt 

sich mit der andern zusammenstellen, die Platte conform auf einen Kreis 

mit dem Radius 1 abzubilden. Soll bei der letzten das Bild eines Punktes 

A, auf den Mittelpunkt des Kreises fallen, so hat man nach RiemanH*)^ 



*) Grundlagen fllr eine allgemeine Theorie der Functionen einer veränderlichen 
eomplexen Grösse; §• 21. 

Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 1. 2 
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wenn ich nur die Punkte in Erinnerung bringe, welche bei der Ver- 
gleichung wesentlich sind, eine continuirliche Function Z, von si = x+yi 
zu suchen, die der Gleichung JZ,=:0 genügt und am Rande denselben 
reellen Theil besitzt wie logfa — «J. Es giebt dann 

y, = iog(Ä-«j~z, 

die abbildende Function. 

Bei unserer Aufgabe, in der ar, y wie im §. 7 die Coordinaten des 
willkürlichen Punktes P, femer x^ und y, des £^®° Einströmungspunktes A^ 
vorstellen, setze man 

V. = log(*-*J-£/„ 

wo K, im übrigen denselben Bedingungen wie Y, genügt, an dem Rande 
aber nicht selbst, wie dieses. Null werden soll, sondern erst nach der Nor- 
malen differentiirt (ein Unterschied, der übrigens nicht wesentlich ins Ge- 
wicht fällt) irgend eine Function G, von solcher Beschaffenheit geben muss, 
dass JSE, G, Null wird. Dieser Umstand ist zu beachten. Während nämlich 
die erste Aufgabe sich allgemein lösen lässt, sobald man sie fbr einen 
Punkt s,^ den man besonders bequem auswählen darf (z. B. den Mittelpunkt 
der abzubildenden Figur, wo ein solcher vorhanden ist), lösen kann, weil 
eine weitere Abbildung durch reciproke Radii vectores den allgemeinsten 
Fall erledigt, so kann man bei der unsrigen, wo die partiellen Aufgaben, 
die V, zu bestimmen, nach dem oben Gesagten nicht unabhängig von ein- 
ander sind, sich eines ähnlichen Verfahrens nicht ohne weiteres bedienen. 
Es ist aber unsere Aufgabe sinnlos, wenn nicht wenigstens zwei Einströ- 
mungspunkte, also zwei partielle Aufgaben vorhanden sind. 

Die analytische Bestimmung der Y gelang bisher, wenn man nicht 
eine unendliche Anzahl von Spiegelbildern des Punktes A, zur Hülfe nahm^ 
in den Fällen, in welchen \ogPA, eine einfache Entwickelung nach tri- 
gonometrischen Functionen der Coordinaten / gestattete. Dies war der Fall 
bei Ellipsen, wenn man statt A, den Mittelpunkt oder einen Brennpunkt 
nahm, und in dem gleichen Falle, wenn die Elektricität also durch Mittel- 
punkt und Brennpunkte einströmt, lässt die Aufgabe des elektrischen Po- 
tentials sich ebenso leicht fttr die Ellipse wie für den Kreis lösen. Durch 
eine Transformation, welche im Handbuche der Kugelfnnctionen S. 320, 
§• 10 angeführt ist, kann man aber auch bei der Ellipse lof^PA^ passend 
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entwickeln, wenn A, allgemein bleibt, indem man, in der Bezeichnung des 
§. 4 der gegenwärtigen Aibeit, für die Entfernung PA^ den Ausdruck findet 

PÄl := [C0Sf(tl + fl,) — cos(/+0]-[co8f(ii — «J— cos(<--0]* 

Hierdurch löste ich bereits vor längerer Zeit die Aufgabe über das elek- 
trische Potential der Ellipse bei beliebigen Einströmungspunkten ebenso 
leicht, als ob dieselben in den vorerwähnten besonderen Punkten, dem 
Mittelpunkte oder den Brennpunkten lägen. Nach diesen Andeutungen 
wird es überflüssig sein, zumal da das Resultat schon in den Formeln (2.) 
vorliegt, diese Methode zu entwickeln; die von einer gewissen Stelle an 
erforderlichen Transformationen sind wesentlich dieselben, welche im §. 11 
vorkommen werden. 

Bei dem Rechtecke ist es dagegen noch nicht gelungen, selbst für 
den einfachen Fall, dass A, im Mittelpunkte desselben liegt, eine brauch- 
bare Entwickelung von logP-4, zu ermitteln; ich modificirte deshalb die 
von Riemann im §.21 angegebene Methode in meinen Vorlesungen *) für 
den praktischen Gebrauch so, dass man an die Stelle des Logarithmus der 
Entfernung in solchen Fällen eine andere geeignete Function setzt, die im 
Punkte A, in gleicher Art unendlich wird wie dieser. Eine solche ergab 
sich bei den Abbildungsaufgaben flir das Rechteck a posteriori, da die 
Lösung des Problems durch Herrn Schwarz bereits vorlag, wenn A^ in dem 
Mittelpunkte liegt; weiter unten (§. 10) findet man sie auch im allge- 
meinen Falle. 

Es stellt sich nunmehr die Aufgabe über das elektrische Potential 
einer Platte so, dass zunächst eine Function R, aufzusuchen ist, die ebenso 
Null wird wie PA,, wenn P in A, fitUt, und die so beschaffen ist, dass 
logÄ, eine einfache Entwickelung in eine trigonometrische Reihe in Bezug 
auf / liefert. Darauf ermittelt man eine Function U, von der Beschaffen- 
heit, dass Aüi = wird, dass U, den Stetigkeitsbedingungen genügt, dass 
femer, wenn man 

Y. = logR^^U, 

setzt, F, nach der Normalen differentürt an der Grenze = Null wird: 
Y = 2E, Y, giebt dann das gesuchte Potential. 



*) Herr Henischel fbhrte damals die Untersuchung ftlr die Abbildung des Recht- 
ecks in einer Arbeit durch, welche später, weiter ausgeführt, als Inauguraldissertation 
erschien. Jena, 1871. 
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Bekanntlich ist 

für die Integration dieser Gleichung verweise ich auf die betreffende Arbeit 
des Herrn C. Neumann *) , und ins Besondere auf den §. 3 derselben, aus 
welchem hervorgeht, wie die beiden oben im §. 7 unterschiedenen Fälle 
auch verschiedene Resultate wegen der sogenannten Nebenbedingungen 
liefeni. Was endlich die Continuität betrifft, die hier vorausgesetzt wird, 
so ist sie dieselbe, welche ich früher als gleichmässige in einer kurzen 
Notiz **) bezeichnete. Da diese Bemerkungen hervorgerufen hat, denen ich 
nicht völlig zustimmen kann, so benutze ich die Gelegenheit um den 
Gegenstand weiter aufzuklären und womöglich zu erledigen. 

§. 9. In mehreren Werken findet man die Definition der Continuität 
fUr eine Function mit einer Veränderlichen; es scheint mir nicht zußillig, 
dass eine continuirliche Function mehrerer Veränderlichen in den meisten 
Arbeiten, in welchen ich eine Erklärung aufsuchte, nicht definirt ist. 
Vielleicht ist Cauchy selbst, auf den man bei solchen Fragen immer zurück- 
zugehen hat, die Veranlassung, dass man eine besondere Erklärung des 
Begriffes fUr überflüssig hielt. Cauchy nennt im Cours d'analyse etc. Chap. II, 
§. 2, S. 34 (Paris 1821) eine Function einer Veränderlichen f{x) continuirlich, 
wenn zwischen gegebenen Grenzen von x, um mich kurz auszudrücken, 
f{x+a)—f{x) für unendlich kleine a unendlich klein wird, und fährt dann 
S. 37 fort: ... supposons que, dans le voisinage de valeurs particuliÄres 
-X, y, Z, ... attribu^es k ces variables, [{x^y^z...) soit ä-la-fois fonction 
continue de x, fonction continue de y^ fonction continue de ä, etc., jedoch 
ohne ausdrücklich zu sagen, dass diese Function continuirlich heissen solle. 
S. 38 leitet er aus diesen Annahmen (dass f nach der Richtung x^ der 
Richtung y, etc. continuirlich ist) den Satz her, da^s 

nx + a,y + ß, z + y)-f[x, y, a) 

für alle unendlich kleinen et, ß, y unendlich klein sei (dass f nach allen 
Richtungen continuirlich sei). Dieser Satz folgt aber in der That nicht 
aus den Annahmen, imd der ausgesprochene Zweck meiner Bemerkung an 



*) Dieses Journal Bd. 59; Ueber die Integration der partiellen Differentialglei- 
chung ete. 

**) Dieses Jonrnal Bd. 71, S. 361; Ueber trigonometrische Reihen.. 
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der erwähnten Stelle war anf diesen Irrthnm anfmerksam zu machen, da 
er implidte und explicite sich in manchen Arbeiten von Werth findet. So 
darf man z. B. nicht, wie es wohl geschieht, schliessen, dass, sobald /(x, y) 

nach den zwei Richtungen x und y continuirlich ist, auch / f(x, y) dy eine 

a 

continuirliche Function von x sei, wenn auch a und b endliche Grössen 
vorstellen. Serret endlich bezeichnet in seinem 1868 erschienenen Cour» 
de calcul diflKrentiel et integral T. I, chap. IV, no. 73, p. 97 eine Function 
mit den von Cauchy angegebenen Eigenschaften der Continuität nach so 
vielen Richtungen, wie Variabele vorhanden sind, ausdrücklich als con- 
tinuirlich *). Um Klarheit in diese Verhältnisse und Benennungen zu bringen 
hob ich, im Gegensatz zu dieser Continuität einer Function von zwei Ver- 
änderlichen „in jedem einzelnen Punkte nach zwei Richtungen hin" die- 
jenige hervx)r, „welche man gleichmässig nennen kann, weil sie sich gleich- 
massig über alle Punkte und alle Richtungen erstreckt" und stellte die 
Eigenschaften vollständig zusammen, welche einer gleichmässig stetigen 
Function zukommen sollen. Diese sind doppelter Art. Es muss nämlich 1) 
die Differenz f{x+a,y+ß)-'f{x,y)^ geometrisch gesprochen, für jeden be- 
stimmten Weg auf dem man sich dem Punkte x, y nähert, kleiner als jede 
beliebig gegebene Grösse e werden (analytisch ausgedrückt: Für jede 
einzelne beliebig angenommene Beziehung zwischen a und ß der Art, dass 
a mit ß zugleich unendlich klein wird, muss die obige Differenz für hin- 
reichend kleine a kleiner als «werden). Ist diese Bedingung erfüllt, so 
muss 2) die Abnahme der Differenz in gleichem Grade erfolgen, d. h. a) 
zunächst in Bezug auf jeden festgehaltenen Punkt x, y, so dass man um 
denselben einen Kreis mit einem Radius q legen kann, in den nur Punkte 
fallen, für welche die Differenz <C« ist, dann aber b) auch in gleichem 
Grade für alle Punkte, so dass fUr alle x^ y ein gemeinsames p existirt. 
Wer das ßo/«a»osche Verfahren für legitim hält, kann, wie Herr 
Cantor mir vor längerer Zeit gelegentlich mündlich nachwies, alle diese 
Eigenschaften a) und b) sub 2) aus der einen, der einfachen Continuität in 
jedem einzelnen Punkte nach allen Richtungen wie sie ad 1 definirt wurde^ 
ableiten. Man wird also, um eine dem Begriffe adäquate Definition zu 



*) . . . nous dirons qua la fonction est continue entre ces limites lorsque, les va- 
leurs de nt— i quelconques des variables ayant 6tä fixöes, u sera fonction continue de 
la ifi**™* variable. 
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haben, entweder die von mir hier (oder früher) angegebenen Eigenschaiften 
Bftmmtlich in die Erklärung aufiiehmen oder eine Function [{x^y) gleich- 
massig stetig nennen mttssen, sobald sie die Bedingungen ad 1 erfüllt, d. h. 
sobald für beliebige unendlich kleine a und ß in jedem einzelnen Punkte 

unendlich klein wird; eine andere berechtigte Definition ist mir nicht bekannt 
§. 10. Nach dieser Abschweifung komme ich zu der analytischen 
Lösung der beiden früheren Aufgaben und zwar in der allgemeineren Ge- 
stalt, die sie im §. 7 erhielten. Die Platte mit den rechtwinkligen Coor- 
dinaten Xy y werde zuerst durch vier orthogonale Linien begrenzt und bilde 
das im §. 6 eingeführte, in der Ebene der t^ u gelegene Rechteck OTNÜ 
ab. Die Seiten des Rechtecks haben also die Längen OT =71^ 0U= — logg; 
den Einströmungspunkten x,, y, entsprechen <,, u, wie früher inj §. 7. Man 
setze noch z = x+iyy w = t+iu. Nach Anweisung des §.8 sucht man 
zunächst eine Grösse R^ auf, die ebenso unendlich wird wie logP-4, oder 
wie logmod(Ä — sj oder, was dasselbe ist, * wie logmod(» — »J. Als solche 
kann man 

log mod (cos w — cos w,) 

nehmen. Damit aber R, schon für sich möglichst viele von den Grenzbe- 
dingungen erfülle, die V, zu erfüllen hat, füge man dem vorstehenden Aus- 
drucke noch einen zweiten hinzu, der im Viereck endlich bleibt, und setze 

logÄ, = logmod(co8fr — cosfrJ(cos(/— la) — cosir,). 

Massgebend bei der Auswahl war die Bemerkung §. 5, c); es verschwindet 
R, am Rande nach der Normalen differentürt, wenn das Gleiche in Bezug 
auf die DifTerentiation nach t resp. u geschieht Der Quotient der beiden 
Factoren 

cos » — cos w, , cos (t — f fi) — cos w^ 

verwandelt sich aber für < = in 1 ; ebenso für / = tt und auch für ii = 0. 
Es ist also U, so zu bestimmen, dass JU, = 0, dass U, nach der Normalen 
differentürt an drei Begrenzungen (< = 0, t^n, fi = 0) verschwindet, dass 
aber an der vierten {u^—logq) 

du, . dlogR, 
du ^ du 

Es ist nun ganz allgemein für irgend welche reellen Buchstaben x, y, S, t]. 



^ 
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wenn sowohl y+rj als y — ij positive Werthe besitzen 

-|-^og[eos(flc+«y)-cos(|+«i?)] = l + 2"l%*'^'+*^>cos«(f+«^). 

Beachtet man die vorstehende Bedingung über die Vorzeichen, und den Um- 
stand, dass u,<iu fttr « = — logg, so wird für ii = — logg 

^y* = 2 + 2l[e"*^'+'-^+e-'"**^'-''>]co8«<,co8i«ifi., 

d. h. es ist U, so zu bestimmen, dass 

-5-^ = 4^flr"cosii<cosn/,cosi««fi,. 
du i ^ 

Sämmtlichen Bedmgungen genügt 

U, = 8^ — 71A — 5-r-cosi««cosn<,cos«ificosi««fi,, 
ein Ausdruck, der, wenn man / — fa = r, <, — «fi^ = r, setzt, sich in 

— logmodH — (m? + «?J . H — (ir — «?J . H — (10 + t?J .H— («? — r J 
+ logmodsm — ^ sm — ^ sm — ^— =-sm — ^—^ 

verwandelt. Der letzte Theil, welcher nur trigonometrische Functionen 
enthält, ist 

= logmod (cos w — cos «? J (cos w — cos r J = log R,. 

Setzt man noch nach der bekannten Formel (Fundam. §. 54, HI.) 

H— (ir+irJH— («?— f«?J = sn^ — w — m^—w,, 

SO entsteht sofort (§. 8) der Werth von K, wie ihn (3*.) angiebt. 

§. 11. Es bleibt schliesslich noch der zweite Fall des §. 7 zu er- 
ledigen, in welchem einem jeden u ausser a = eine geschlossene Curve 
entspricht und t von bis 27i, « von bis — ilqgr wächst, wenn r für 
^q eingeführt wird. Man kann dann 

R, = mod(cos»— cos«?J 

setzen, weil dann logÄ, im Punkte z, wie logmod (ä—äJ unendlich wird. 
Am lUnde ist (§. 10) 

— ^-^ = 2^e~"^(cosii<.cosntfi,.cosii<,— tsinii<.8iniitfli,.siniifj, 
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SO dass sich für U, folgender Ausdruck ergiebt: 

U,=4t2; -71 — TT cos nt.cos mti.cos n/,.cos n%u, — ,. , ^^ sin nt.sin mfi.sin «<,.sin mV , 

* 1 «(1— r") n(14-r*) ' *^ 

aus dessen Transformation folgt 

V, =• logmodÖ— («?+«.)0— («?-rJH — (w+irJH — (w-irj, 

wenn man aus r ebenso L, L\ l bildet wie aus q die Grössen K, IC, k 
gebildet werden. Hieraus entsteht 

V = -2'E,logmod(sn^ — ir — sn^ — ««?*)(l — /'sn^ — «? . sn^ — «,), 

eine Formel in der man noch (§. 5, b) den letzten Factor mit 

vertauschen darf. Sie stimmt übrigens mit der Formel (2*.) überein und 
lässt sich in dieselbe transformiren ; denn es ist (Fundam. S. 101, No. 19) 
wenn v alle positiven ungeraden Zahlen vorstellt 

2kK 2Kx 4 ^ r^ 

und dies (Fundam. S. 100, No. 13) 

PL Lx Lx 

sn — • snc 



7t n n 

Durch Transformationen, wie sie im §. 6 angewandt wurden, gelangt man 
nun ohne Mühe zu der Formel (2*.). 

Wendet man das hier so eben angedeutete Verfahren an, so lässt 
sich dadurch die Formel (3*.) in eine dem Ausdruck (2*.) ähnliche Gestalt 
bringen, so dass auch in ihr statt der Quadrate der Sinus von Amplituden 
die Cosinus der Complemente auftreten. Es mag genügen auf solche Um- 
formungen hinzuweisen, die durch bekannte Methoden erfolgen, ohne ein 
wissenschaftliches Interesse beanspruchen zu können. 
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Extrait d'une lettre de M. Ch. Hermite ä M. Borchardf 
sur la röduction des formes quadratiques temaires. 



...JJeux g^omfetres russes extrßmement distingu^s M. Korkine et 
M. Zolotareff^ ont r^cemment publik dans les Annale» Math^matiques de 
M. Neumann des recherches approfondies ayant pour objet, entre autres 
choses, le th^or^me de Seeber, sur la limitation du produit des coefficients 
des carr^s des variables dans les formes quadrittiques temaires r^duites* 
Llmportance du sujet rend peut-6tre utile de multiplier les points de vue 
sous lesquels on peut le traiter, et apr^s la m^thode de ces deux auteurs^ 
je proposerai la suivante. 

Soit 

D = aaW'+2bb'b"-ab'^a'b'''^a"b"\ 



il s'agit d'^tablir dans deux cas distincts que la condition aaa <C2D est 
v^rifi^e, le premier supposant les conditions: 

(1) I *^®' *'^^' *"^^' 

^ *^ I a < a' < a"; 26" < a, 2b' <a, 26 < a'. 



et le second cet autre Systeme: 



6<0, 6'<0, 6"<0, 
(H.) {a<:a'<: a"; - 26" < a, - 26' < a, - 26 < a', 

a+a'+2(6+6'+6")>0. 

Consid^rant k cet effet a, a' et a" comme constants dans Vexpression 

2/)-aaV' = aaV'+ 46 6'6"- 2a 6'- 2a'6''-2a"6"' 

j'observe qull sufifira de prouver qu'elle est positive quand on attribue k 
6" par exemple sa plus petite et sa plus grande valeur. EfTectivement 
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dans les denx cas qne nons avons a traiter, b" pareonrt des valenrs tonjoars 
de m€me gigne, positives dans le premien negatives dans le seeond. k partir 
de b" = 0. Ot Texpression est nn trinöme du second degr^ en b" dont le 
tenne da (Mscond degre est affect^ d'nn coefficient negatif , et si le terme 
eonstant qui est donne pour b" = est positif, ses racines seront reelles 
et de signes contraires. On voit par \h qnh. T^gard d'une s^rie de valeurs 
de meme signe, il saf&t bien de verifier qne Texpression est positive aox 
limites pour etre assnre qu eile Test aussi pour les valeurs intermediaires. 

Cela po«6 faisons en premier lieu b" = et 6" = ^ dans Texpression de 

20—0^(1^'. Je remarque que les quantit^ auxquelles on sera eonduit 
et qu'il faut d^montrer ßtre positives, seront ä F^gard de V de« trinömes 
du second degr^ dont le terme du second degr^ sera encore n^gatif. et que 
cette variable sera de mSme assujettie ä parcourir une s^rie de valeurs de 
möme signe, de sorte que le raisonnement pr^c^dent leur sera applicable. 
Sans le r^pÄer davantage, on voit clairement que notre objet est main- 
tenant de donner les limites de ces intervalles que parcourent 6, b\ 6", 
80U8 les conditions (L) et (DL), et de calculer les valeurs correspondantes 
de 2-D— «aV. Or elles sont pour le premier cas: 

6 = 0, atJa", 



b" = 




aaa — 



2 ' 



aaa ^, 

aaa ;;: T^r- 



I 



6' = 



6 = 0, aa'a"- 



a'a" 



2 



> 



b"= " 



6 = -2-, aaa ^ g-, 



2 i ' a^a' oV 



b'= " 



6 = U, aaa - -^ g"? 



2 1, a' , „ aa" a'a" 
= -^. aaa ^ ^r- 



Dans Tautre cas on aura ce second tableau: 
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f -ff 



6 = 0, aa'ä 

b' = { a' , „ aa" 

= — g-, aaa g— , 



b" = 



" = 0{ 



,«-» 



6' = -" 



6 = 0, a aa"— ^ , 



= — 7c-^ aaa t^ 



2 2 ' 



gV 



6 = 0, aaa"— ^ , 

g' f n a*a" aa'* 



6'=0 

6 = — -s-, aaa — 



2 



2 ' 



6" = — o \ 

6' = - 



16 = 0, aaa s— 

g J ^4 

^). g'-g , ,, gg'* g*g" 

(6 = g-^ ««« 2 2~ 



? 



et ä premifere vue on recoimalt que ces quantit6s sont positives sous les 
conditions 

a<:a'<: a". 

Mais cette d^monstration toute ^l^mentaire est loiu de T^l^gance et de la 
profondeur de celle que Gauss tire dans le premier cas par exemple, de 
cette identit^: 

aa'a"+ a b (a'- 26) + «'6' (a"- 26') + a" 6" (a - 26") 

2D = |+6(a^26')(a'-26") + 6'(a'--26")(a"-26) + 6V-26)(a-260 

+ (a - 260 (a'- 26") (a"- 26). 

En r^fl^chissant ä cette ^tonnante transformation j'ai fait la remarque qu'elle 
peut 6tre g^n^ralis^e de cette mani^re: 



f -ff 



{2aa'a"-l)aa'a' 
+ aab (a- 2a'a"b) + (t'a'b' {a"-2a a"b')+ a"a"b"{a - 2o «'6") 
2« a'a" D = {+ab(a- 2a' b') (a- 2a" b") + a'b'(a'- 2tt"b") (a"- 2ab) 

+ a"b'\a"- 2« b) (a - 2a'b') 
+ (a - 2a' b') (a- 2a"b") (a"- 2« 6). 



On y^iifie ais^ment en effet que le second membre s'^vanoait si Ton fieiit 
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a = 0, par nn changement de lettre» on eonclnt qa'il s'annnlle aussi poor 
a' = et a" = ; la fonnule est done d^montr^e en g^n^ral pnisqu'elle 
colncide avec celle de Gauss en supposant a = 1, o' = 1, a" = 1. 

Enfin je remarque qu'en permutant (c et y par exemple dans la 
forme propos^e, ce qui revient ä ^changer a et a' d'une part b, et b' de 
Fautre, rinvariant conserve la mSme valeur. II en r^sulte que cette seconde 
relation donn^e par Gauss: 

i a a'a"+ a b (a"- 26) + a'b' (a - 26') + a"6" (a'- 26") 

D = +6(ö-26'0(a''-- 260+6' (a'-26)(a--26'')+6V-26')(a'-- 26) 

( + (a - 26") (a'- 26) (a"^ 26') 

est simplement une cons^uence de la premi^re et qn'elle se g^n^ralise de 
la m€me mani^re. 

St Sauveur, Hautes Pyr^n^es, 25jnm 1874. 
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Versuch einer Classification der willkürlichen Functio- 
nen reeller Argumente nach ihren Aenderungen in 

den kleinsten Intervallen. 

(Von Herrn Paul du Bots-Reymond in Tübingen.) 



In der Theorie der Reihen und Integrale, die zur Darstellung will- 
kürlicher Functionen dienen, wird es so oft nöthig — besonders bei fei- 
neren Untersuchungen — die Functionen nach ihren Veränderungen in den 
kleinsten Intervallen zu unterscheiden, dass es nützlich erscheint, einmal 
eine auf diese Veränderungen gegründete Classification, unabhängig von 
jener Theorie, genauer durchzuführen. 

Die in Rede stehenden Unterscheidungen haben in ihren wesentlichen 
Zügen übrigens bereits Eingang gefunden, und es kommt hauptsächlich auf 
vemunftgemässe Anordnung und scharfe Kennzeichnung der allgemeinen Cha- 
raktere willkürlicher Functionen an. Ich hoffe dadurch der Darstellung und 
Ausdrucksweise bei ferneren Veröffentlichungen über einschlägige Dinge (ich 
denke zunächst an meine eigenen) zu grösserer Klarheit und Flüssigkeit zu 
verhelfen. 

Es giebt zuvörderst eine Anzahl von Bedingungen, die für ein ganzes 
wenn auch beliebig kleines Intervall einer Function gelten, und von denen jede 
folgende die Functionen immer mehr einschränkt, so dass jede vorhergehende 
Klasse von Functionen alle folgenden enthält, wobei die Functionen durchweg 
endlich angenommen werden. Alsdann sind aber auch Unterscheidungen in 
dem Verhalten einer Function in der Nähe irgend eines ihrer besonderen 
Werthe aufzustellen. 

Eintheilung der Functionen nach der Art wie sie in einem ganzen, 
wenn auch beliebig kleinen Intervall verlaufen. 

I. Die voraussetzungslose Function. 
Die mathematische Function, falls keine besondere Bestimmung flir 
sie vorliegt, ist eine den Logarithmentafeln ähnliche ideale Tabelle, ver- 
möge deren jedem vorausgesetzten Zahlenwerthe der unabhängigen Ver- 
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änderlichen ein Werth oder mehrere, oder ein zwischen Grenzen, die in der Ta- 
belle gegeben sind, unbestimmter Werth der Function zugehört. Keine Hori- 
zontalreihe der Tabelle hat irgend einen Einiluss auf die anderen, d. i. jeder 
Werth in der Columne der Functionalwerthe besteht für sich und kann für 
sich geändert werden, ohne dass die Columne aufhört eine mathematische 
Function darzustellen. 

Mehr enthält der Begriff der mathematischen Function nicht und auch 
nicht weniger, er ist damit völlig erschöpft. 

Als Beispiel einer voraussetzungslosen Function, die zu keiner der 
folgenden Klassen gehört , diene die von Dirichlet angegebene *) , welche 
Null ist für jeden rationalen. Eins flu- jeden irrationalen Werth des Ar- 
guments. 

Nennt man Stetigkeitspunkt von f{x) jeden Argumentwerth , für den 
f{x)—f{x±e) mit b verschwindet, so braucht die voraussetzungslose Function 
keinen Stetigkeitspunkt zu haben. 

II. Die integrirbare Function. 
Die erste und geringste Beschränkung, welcher die Function unter- 
worfen werden kann, ist die, dass sie in einem beliebig kleinen Intervall 
a...b integrirbar sei. D. h. bilden wir die Summe 

wo a<Ca?i<-"a?n-i<6 sei, und x^—Xp^i^d^ gesetzt werde, so muss die 
Function f{x) so beschaffen sein, dass diese Summe sich einer einzigen be- 
stimmten Grenze nähert, wenn die Grössen d^ mit beliebiger relativer Ge- 
schwindigkeit so Null werden, dass ihre Summe b — a unverändert bleibt. 
Es bezeichne ö^ die grösste Werthdifferenz der Function f{x) im 
Intervall a?p_i...arp, so soll gezeigt werden, dass die eben angeführte 
Bedingung der Integrirbarkeit äquivalent ist mit der, dass unter denselben 
Voraussetzungen für die d^ die Summe 

der Null sich nähert **). 



*) Dieses Journal, Bd. IV, pag. 169. 

**) A. a. 0. hatte Dirichlet eine andere engere Bedingung für die Integrirbarkeit 
angegeben, und ist meines Wissens auf diesen Punkt nicht wieder zurückgekommen. 
Diese Bedingung, doch ohne den keineswegs überflüssigen Beweis, dass sie nur einen 
Grenzwerth der Summe S gestattet, ist von Riemann aufgestellt worden (lieber die 
Darstellbarkeit einer Function etc. pag. 19.). 



> 
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Zunächst wird, weim © an der Grenze nicht verschwindet, S ver- 
schiedene Grenzwerthe haben können. Denn die Summe @ kann nur in 
solchen Fällen nicht Null werden, wo die Function in einem endlichen 
Intervall unendlich viele Sprtinge hat. Ist dies aber der Fall, so kann man 
offenbar die Bestimmung treffen, dass die Werthe a?i , x^^ ... bei ihrer gegen- 
seitigen Annäherung immer entweder den grössten oder den kleinsten 
Werthen von f(x) an den Spningstellen entsprechen, und man wird dem- 
gemäss verschiedene Ergebnisse an der Grenze vorfinden. Umgekehrt muss 
aber auch bewiesen werden, dass, wenn die Summe @ verschwindet, die 
Grenze von S von der Art des Nullwerdens der d' unabhängig ist. 

Es seien 

zwei verschiedene Annahmen über die J, die in Bezug auf das Grenz- 
ergebniss von S verglichen werden sollen, und 

Dp = Xp — Xp_i 

sei eine Htilfsannahme , bei der wir die Dj, einander gleich und = "~^ 

annehmen wollen. Die d^*\ S^^\ D^ wollen wir uns gleichzeitig gegen 
Null abnehmend denken, aber die D^ am langsamsten und zwar mit der 
genaueren Festsetzung, dass die grösste unter den d^^\ d^^ stets kleiner 

als -- == sei, wo wir m beliebig gross uns denken können. 

m nm ' ^ ^ 

Um jetzt, 

gesetzt, die Differenz S^^^—S^'^^ an der Grenze zu bestimmen, fassen wir 
jede der Summen, aus denen sie besteht, in gewisse Gruppen zusammen, 
wie wir dies bei S^^^ näher ausführen wollen. Irgend eine dieser Gruppen 
sei S\^\ so dass: 



»•y 



und es sei 






'9 



2p d^}^ = x^P-^x^^\, 



WO allgemein unter x^P das erste xf* verstanden werden soll, welches ^ X^ 
ist. Man hat alsdann: 

und zieht man aus S^^ ^ verringert um seinen letzten Summanden, einen 
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mittleren Werth von f{x^pli) heraus, so kann man schreiben: 



oder 



s''' = /)/(ir)+ 



k: 



0) 
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9 ^' ^^ ' nm 



WO Kg eine bei der Abnahme der c^ und D endlich bleibende Grösse, f(^^^) 
ein Werth, welcher zwischen dem grössten und kleinsten Werth von f{x) 
im Intervall X^_,...Aj liegt, ohne einem der Werthe von f{x) selbst gleich 
sein zu brauchen. Ebenso findet man in Bezug auf die entsprechende 
Gruppe der Summe S^^^i 

und 



nm ' 

WO die in D^ multiplicirte Differenz nicht grösser als die grösste Werth- 
differenz im Intervall Xq^i...Xq ist. Weiter ist: 

Man hat: -S'Ä, ==nx^y wo x^ eine endlich bleibende Grösse. Diese Um- 
formung genügt zum Beweise. Denn das erste Glied rechts in: 



so)-s^) = ^z)j/-u^<'>)-/^(^))}+^ 



H 

m 



nähert sich bei abnehmenden Z), nach der Voraussetzung der Null, weil 
die in Z), multiplicirte Differenz immer kleiner als der grösste Sprang im 
Intervall Z), ist; und da wir femer m beliebig gross uns denken können, 

so ist das zweite Glied -^ an der Grenze nothwendiger Weise Null. Q. E. D. 

Die Integrirbarkeit oder Nichtintegrirbarkeit ist eine bei Producten 
von Functionen in gewissem Sinne permanente Eigenschaft, wie dies aus 
folgendem Satz erhellt: 

1. Das Product beliebig eieler integrirbarer Functionen ist wieder 
eine integrirbare FuncHon, 2. Wenn sich aber in einem Producte eon Functionen 
einCy jedoch nur eine nicht integrirbare Function findet, so ist auch das Pro- 
duct im Allgemeinen eine nicht integrirbare Function. 3. Das Product zweier 
nicht integrirbarer Functionen kann integrirbar sein. 
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% 

Beweis. Bedeuten Jq)p und J% die grössten absoluten Werth- 
unterschiede der Functionen y(j?) und tp{x) im Intervall cJ^, dem p^^^ von 
b^-a^^i+S^+'^^+^nj so sei zuerst auch y^Vp — viV^p der grösste Werth- 
unterschied von g>{x)yß{x) im Intervall J^. Man hat: 

i:p^p((Pp%-Vp¥p) = ^p^p\Vp(%-¥p)+%(%-'Vp)\ 

= *ip±<Jp(V'p-V';)+^ip±^p(yp-y;). 

Das + Zeichen ist so zu bestimmen, dass die Differenzen positiv werden, 
und * und V sind mittlere Werthe aus den Grössen ±q>p, ±V^py hier auch 
das positive oder negative Zeichen genommen, jenachdem V^— V^^, %^Vp 
positiv oder negativ sind. Im Falle nun (p{x) und rp(x) integrirbar sind, 
müssen die in * und V multiplicirten Summen, die nicht grösser als 

JS'J^z/y/p, 2dpJ(pp sein können, mit — verschwinden. 

Es sei y^{x) femer nicht integrirbar, d. i. lim-^'J^^y/^ nicht gleich 
Null, so wollen wir (p^, (p'p, %, tp'p uns dadurch bestimmt denken, dass 
%—y^p die grösste absolute Werthdifferenz im Intervall Jp, also gleich 
J% sei, so dass man hat: 

^^p{Vp%-<pM = *i(l^n+^i±^p(<!pp-9>;), 



^ 'p\ypTp ypTpJ * ^^P 



WO * (da die Jtpp positiv sind) einen mittleren Werth aus den Grössen 
q>p vorstellt Wenn (p{x) integrirbar ist, verschwindet die zweite Summe 
rechts, und falls (p{x) sein Zeichen im Intervall b—a nicht wechselt, ver- 
schwindet das erste Glied rechts nicht. Wenn (p{x) nicht in jedem beliebig 
kleinen Intervall Null wird oder sein Zeichen wechselt, so wird man das 
ganze Intervall 6— a immer in Theile zerlegen können, in denen <P nicht 
Null werden kann, und dies genügt, um die Nichtintegrirbarkeit von (p[x)xfj[x) 
zu beweisen *). 

Endlich die Schlussbemerkung des Satzes anlangend, so ist u. A. 
das Product zweier Functionen, deren erstere Null ist für rationale Werthe 



*) Man kann noch etwas weiter gehen. Wenn die Function (p in jedem noch 
80 kleinen Intervall einmal Null wird oder ihr Zeichen wechselt, so wäre die Nicht- 
integrirbarkeit von q>(x')yf(x') nur dann nach dem Verfahren des Textes nicht zu be- 
weisen, wenn zufällig auf diejenigen Argumentwerthe, die in jedem Intervalle Sp den 
grössten Werth tpp Tiefem, jedesmal ein der Null sich nähernder Werth rpp fiele, 
oder doch wenigstens soviel solcher Werthe fielen, dass 2q>p8pJ%pp selbst verschwände. 
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des Arguments, Eins flir irrationale, während die zweite die umgekehrten Werthe 
erhält, durchweg Null, also integrirbar. 

Als Beispiel einer integrirbaren Function, die keiner der folgenden 
Classen angehört, führe ich das von Riemann zu diesem Zweck constmirte*) 
in etwas veränderter Form an. 

Die Reihe 

sin 2a; , sin 3a; 
sma; ^-^ — ^ 



hat im Intervall —7i<Zx<C+^ den Werth j x. Mithin ist die Reihe 

. . i \ . c\ sm4;ia; , 8]n6;ia; ) 

(p{x) = —\mi27ix 2 1 3 j 

im Intervall 0^x<i^ gleich x, im Intervall i<Ia?<C| gleich a:—l, im 
Intervall f <C a? < f gleich o; — 2 , u. s. f. Die hierdurch ungewiss ge- 
lassenen Werthe y(J), y(|), ... betreffend, setzen wir fest, dass sie zwischen 
den Grenzen: 

eöUig unbestimmt seien. 

Die Function (p{x) kann alsdann so definirt werden: Nennt man N 
die X am nächsten stehende ganze Zahl, so ist sonst überall y(a?) = a?— iV, 
nur wenn x zwischen zwei ganzen Zahlen in der Mitte liegt, repräsentirt 
^{x) alle Werthe von der einen zur anderen. 

Bilden wir (p{nx\ so verändert sich (p{nx) stetig mit ar ausser wenn 

x die Form S^ hat. In diesem Fall ist y[«(a?+0)] — y[it(a?— 0)] = 1. 
Setzen wir weiter: 

/W = — ^ 1 2* '"'"2»' — *"'" 

SO wird das Glied ^ ^^^ der Reihe, falls x = ^ und n prim zu 2m-\-\ 
fUr/> = «, 3», 5«, ... unbestimmt zwischen den Grenzen ±^-2]^- Also 
hat man fllr x = -^ — 

2n 

1— 



2*» 

Mithin ist die Anzahl der Sprünge von f{x\ die grösser als eine gegebene be- 
liebig kleine Grösse £ sind, eine endliche, da sie durch n bestimmt ist, and kann 



') a. a. 0. pag. 21. 
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zur Grenze der Summe Siai+d202 + '*' nichts beitragen. Der Rest liefert 
einen Beitrag von der Ordnung 6. Da also durch in unserem Belieben 
stehende Annahmen über e der Limes von ^101+^2(^2+**' beliebig klein ge- 
macht werden kann, so ist er Null. 

Dieses merkwürdige Beispiel zeigt, wie eine Function, die in jedem 
noch so kleinen Intervall einmal zwischert gewissen Grenzen völlig un- 
bestimmt wird, dennoch bei dem Grenzübergang des Integrationsprocesses 
zu einem ganz bestimmten Resultate führen kann. 

Nennen wir wieder Stetigkeitspunkt einen solchen, für den 

lim,^„(/(ar)-/(ar±€)) = 
ist, so besitzt deren jede integrirbare Function in jedem kleinsten Intervall. 
Denn es sei ö' ein Intervall, in dem sie keinen Stetigkeitspunkt hätte, und a' sei 
der kleinste Werth von lim,^(/(j?) —fix ±6)) in diesem Intervall, so würde der 
Grenzwerth von c^i cT| + (^2 ^^2 + • • • + <^« ^« nicht kleiner als d' & werden können* 

in. Die stetige Function. 

Man pflegt eine Function stetig zu nennen, wenn die Differenz 
f{x±e)^f{x) für jeden Werth von a? mit 6 der Null sich nähert. 

Wenn die Bedingung der Stetigkeit für einen Punkt erfüllt ist, so 
folgt daraus noch keineswegs, dass sie für alle Punkte eines noch so kleinen 
den Punkt einschliessenden Intervalles erfüllt sei. Gerade das Beispiel des 
vorigen Artikels lehrt, dass auf jedes beliebig kleine Intervall einer Function 
unzählige Punkte vorkommen können, in denen sie springt, und unzählige, 
in denen sie das Criterium der Stetigkeit erfüllt Soll also eine Function 
in einem Intervall für durchweg stetig gelten, so muss das Criterium auf 
alle seine Punkte angewendet werden können. 

Mit der Existenz eines Differentialquotienten hat die Bedingung der 
Stetigkeit nicht allein für einen einzelnen Punkt nichts zu schaffen, sondern 
es ist eines der ergreifendsten Ergebnisse der neueren Mathematik, dass 
eine Function in allen Punkten eines Intervalls stetig sein kann, ohne für 
Irgend einen Punkt dieses Intervalls einen bestimmten Differentialquotienten 
zu ergeben. 

Die Entdeckung dieser der unmittelbaren Vorstellung und dem prü- 
fenden Verstände gleich befremdlichen Thatsache ist Herrn Weierstrass 
zuzuschreiben, der seit geraumer Zeit diese Gebiete durchforscht. 

Nachdem AmpäreB Beweis für das allgemeine Vorhandensein eines 
Differentialquotienten lange Zeit die öffentliche Meinung der Mathematiker 

4* 
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beherrBcht hatte *) , ist seit einigen Jahren wohl hauptsächlich in Deutsch- 
lands mathematischen Kreisen von der Möglichkeit von Functionen ohne 
Differentialquotienten die Rede, besonders seitdem Aiemanitsche Schiller 

verkündeten, ihr Lehrer habe von der Reihe mit dem Gliede — r— die 

Nichtdifferentiirbarkeit behauptet. Diese Reihe solle für gewisse, in jedem 
noch so kleinen Intervalle unbegrenzt oft Wiederkehrende Werthe von x 
keinen endlichen bestimmten Differentialquotienten zulassen. Einen Beweis 
hierfür hat unseres Wissens keiner der Riemann^chen Schiller zu Papiere 
gebracht , indessen ist nach einer Mittheilung des Herrn Weierstrass die 
Riemann^che Behauptung richtig. Dergleichen stetige Functionen, die für 
gewisse, in jedem stetigen Intervall unbegrenzt oft wiederkehrende Zahlen- 
arten einen unbestimmten Differentialquotienten haben, sind seitdem öfter 
zusammengesetzt worden. Von gewissen einfachen zahlentheoretischen Con- 
structionen abgesehen, ist an Hermann Hankeh „Condensation der Singula- 
ritäten" **) zu erinnern, die einer etwas genaueren Durchführung nicht un- 
werth erscheint, und an die vor Kurzem veröffentlichte lehrreiche Mittheilung 
des Herrn Schwarz an die Schweizer naturforschende Versammlung, in der 



*) Amp^e stutzt sich auf die Annahme, „dass es stets möglich sei, wenn f(x) 
eine stetige Function ist, das Intervall, in dem x sich bewegt, so in Theile zu zer- 
legen, dass innerhalb eines jeden f(x) weder ein Maximum noch ein Minimum habe — 
eine Annahme, Von der Frey einet {Gambetta» berühmter „Ingenieur^) in einer ätude 
sur la mitaph^sique du haut calcul (1860) behauptet, sie sei eine unmittelbare Folge 
aus dem Begriff der Continuitftt.^ Diese Annahme ist, „wie das Beispiel des Textes 
lehrt, geradezu als falsch zu bezeichnen.'^ (Aus einer briefl. Mitth. des Hm. Weierstrass.) 
Gleichwohl kann ich die Ansicht nicht theilen, nach welcher der sogenannte 
ilmp^eschc Beweis (Ecole polyt., cah. 13, pag. 148) verunglückt oder durch die im 
Texte angeführten Entdeckungen werthlos gemacht sei. Amp^e stellt sich die ganz 
richtige Frage, auf welchen analytischen Gründen es beruhe , dass gerade das Ver- 

hältniss ^^^ — -^^-^ einen bestimmten endlichen Limes — natürlich bei den ihm be- 

kannten Functionen -^ hat, und nicht etwa /^±!>i:/M oder l^+^^nß^. Diese 

Frage beantwortet er durch den noch immer werthyoUen Satz, dass lim — ^-^-^ 

weder für alle Punkte eines Intervalls Null noch ftlr alle Punkte unendlich sein kann. 

Woraus dann allerdings folgt, dass wenn für einen Werth von ia '^^'^^^'^'^^^ 

durchweg einen endlichen bestimmten Limes hat, dies nur fUr jec=1 sein kann. Der Limes 
kann nun noch für alle Punkte des Intervalls unbestimmt sein. Dies ist aber ein ander 
Ding und trifft nur die Schlüsse, die Ampere aus seinen Sätzen zieht, nicht diese selbst. 

**) Untersuchungen über die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functionen 
(Tübingen 1870). 
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er ein durchsichtiges, fUr Unterrichtszwecke geeignetes Princip rar Her- 
stelhing solcher Functionen diurlegt*). 

Aber so anregend und interessant diese Beispiele sein mögen: im, 
Princip scheinen sie mir nicht merkwürdiger, als die in jedem Intervall 
unzählbar oft unstetigen Functionen, wie sie in den Beispielen zu d^i 
Art 1 und 2 vorgeführt wurden. In der That, dass Singularitäten, wie die 

von j?8in— für j? = 0, z. B. auf jeden rationalen Werth des Arguments einer 

Function fallen können, ist denkbar und unschwer einzurichten. 

Ganz etwas Anderes scheinen mir aber die Functionen zu bedeuten, 
die Herr Weierstrass seinen Bekannten mittheüt, die in keinem Punkte einen 
Differentialquotienten besitzen, was noch von keiner der vorher angeführten 
Functionen nachgewiesen worden ist, und welche bei ihrer grossen Ein- 
fachheit und scheinbaren Unverfönglichkeit ahnen lassen^ eine wie verbreitete 
Eigenschaft die Nichtdifferentürbarkeit der Functionen sein mag. Hier sind 
nicht besondere Zahlenarten, die doch schliesslich immer isolirt auftreten, 
mit gewissen Singularitäten behaftet, sondern diese sind durch das ganze 
Grössengebiet des Arguments gleichförmig und gleichsam stetig veriheilt **). 

Um meine Zweifel zu zerstreuen, hatte Herr Weierstrass die Gttte^ 
mir ein Beispiel einer solchen Function mitzutheilen , und ich glaube mir 
die Fachgenossen zu Dank zu verpflichten, wenn ich es hier, wo es als 
Beispiel einer durchweg stetigen Function, die nicht zur folgenden Classe 
gehört, an seinem Platze ist, wörtlich nach der Aufzeichnung des Verfassers 
abdrucken lasse: 

„Es sei X eine reelle Veränderliche, a eine ungerade ganze Zahl, 
b eine positive Constante, kleiner als Eins, und 

f{x) = J;n(ft"cos(a"a;)7i); 

so ist f{x) eine stetige Function, von der sich zeigen lässt, dass sie, sobald 
der Werth des Products a b eine gewisse Grenze übersteigt, an keiner Stelle 
einen bestimmten Differentialquotienten hat. 

*) Archives des Sciences de la hibliothöque universelle (Genf 1873). 

**) Noch manches Räthsel scheint mir die Metaphysik der Weiersfrassscheu 
Functionen zu bergen, und ich kann mich des Gedankens nicht erwehren, dass hier 
tieferes Eindringen scnliesslich vor eine Grenze unseres Intellects führen wird, ähnlich 
der in der Mechanik durch die Begriffe Kraft und Materie gezogenen. Diese Functionen 
scheinen mir, um es kurz zu sagen, räumliche Trennungen zu setzen nicht wie die 
Rationalzahlen im Unbegrenztkleinen, sondern im Unendlichkleinen. Doch ist hier nicht 
der Ort, auf so controverse Fragen naher einzugehen. 
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Beweis. Es sei x^i irgend ein bestimmter Werth von x, und m 
eine beliebig angenommene ganze positive Zahl ; so giebt es eine bestimmte 
ganze Zahl a^, für welche die Differenz 

die mit x^^i bezeichnet werde, > — i, aber ^i ist Setzt man dann 



so hat man 



X *"" X{} — """ 



es ist also 



£|W4 J *^ O* 






Man kann aber m so gross annehmen, dass oi^ x*' beide der Grösse x^ »o 
nahe kommen, wie man will. 
Nun ist 

Der erste Theil dieses Ausdrucks ist, da 



a" ;r-^« 



2 

und der Werth von 

sm l a*" 



'i<»"^i^)« 



a;' — apft 



stets JStoMcAeit —1 und +1, der von sin^a" — y^)^ niemals ausserhalb 
dieses Intervalles liegt, dem absoluten Betrage nach kleiner als 



u 



n 



also nicht kleiner als , _. {ahy. 

Femer hat man, weil a eine ungerade Zahl ist: 

C08(o'"+"»')« = eo8a"(a„— l)n = — (— l)'«, 

cosCa^+'a^u)?! = co8(o"o„+a"x,„+i)?i = (— l)'''»co8(a"»„+i)n. 
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also 

Alle Glieder der Summe 

« l+cos(a''a?^4.i)n ^, 

U 1 + ^m+l 

sind positiv, und das erste, da cosj?^+i7i nicht negativ, 1+x^^.i aber zwischen 
\ und I liegt, nicht kleiner als f • 
Hiemach hat man 

ß^E^ = (-i,-(,6r,(»+.^^), 

wo 17 eine positive Grösse, die >1, bezeichnet, während « zwischen — 1 
und +1 enthalten ist. 

Ebenso ergiebt sich 

«5££3) = _(_l)..(„*)..,,(,+.,_^), 

wo 171, fi dieselben Bedeutungen haben wie 17, «. 

Nimmt man nun a^ b so an, dass a&>>l+t^^ also 

so haben 

Stets entgegengesetzte Zeichen, werden aber beide, wenn m ohne Ende 
wächst, unendlich gross. 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass f{x) an der Stelle (a: = a?o) 
weder einen bestimmten endlichen, noch auch einen bestimmten unendlich 
grossen Differentialquotienten besitzt" (In letzterem Falle mttssten nämlich 

a?' — Xq ' x" — x^ 

für unendlich kleine Werthe von o?'— ar,,, x"—Xo stets dasselbe Zeichen 
haben) *). 

*) Man ttbersieht leicht, dass sich das Beispiel erheblieh verallgemeinem lässt. 
Ich höre von Herrn Weierstrass , dass die Eigenschaft, ohne Differentialquotienten zu 
sein, allen Reihen derselben Form zukommt, bei denen die Reihe mit dem Gliede 
a«6« divergirt. 

Vielleicht interessirt noch die Bemerkung, dass dagegen Integrale der Form 



/* sintix . 
-—-da, 



u 
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IV. Die differentiirbare und die gewöhnliche Function. 

Differenltirbar soll eine Function in einem Intervalle genannt werden, 
wo sie fllr jeden Werth des Arguments einen endlichen bestimmten Diflfe- 
rentialquotienten besitzt, und gewöhnlich will ich sie nennen, wenn sie 
ausserdem in Bezug auf keine als Abscissenaxe gedachte Richtung unend- 
lich viele Maxima hat. 

Es entsteht die Frage, ob und wie weit die letztere Beschaffenheit 
durch die Differentiirbarkeit bedingt ist. Für einzelne Punkte des Inter- 

valls gewiss nicht, da ja z. B. ar^ sin — flir x = einen bestimmten Diffe- 
rentialquotienten hat. Wenn sich aber umgekehrt zeigen liesse, dass Stellen 
mit unendlich vielen Maximis nur gesondert vorkommen können, falls die 
Function allerwärts einen Differentialquotienten haben soll, so würden beide 
Bedingungen für die Strecken zwischen jenen gesonderten Stellen doch auf 
Eins hinauslaufen. Wenn nun eine Function in einem Punkt Xi einen 
Differentialquotienten hat, so werden bei Annäherung an Xi die Schwan- 
kungen der Tangentenneigung unendlich klein. Wenn das nämliche für 
einen zweiten, dritten Punkt j?i , a?2 , u. s. w. gilt, und man denkt sich diese 
Punkte unendlich nahe, so müssen die Schwankungen der Tangentennei- 
gungen zwischen allen diesen Punkten unendlich klein sein, d. i. Null, wenn 
man die Distanz der Punkte verschwinden lässt. Hieraus würde folgen, 
dass eine differentiirbare Function nicht durchweg unendlich \iele Maxima 
haben kann. Indessen soll dies Raisonnement nicht als Beweis gelten. 



in denen u und v unendlich werdende Functionen von a vorstellen, im Allgemeinen 
differentiirbar sind, wenn auch nicht direct. Unter der Annahme dass u mit a ver- 
schwindet, geben wir dem Integral die Form: 

/"^ sinuxdu 
dii 
u da 

Nun findet man leicht, falls fp(z) (z=zx+iy) im positiven Quadranten eindeutig und 
stetig ist und für ein beliebig klemes fi \imr=ne-f"'ryß(r&9) = wird, die Formel: 



/ e*^'%p(^a)da = / e^^yf(ia)ida, 



U (I 

deren rechte Seite differentiirbar ist. Die Nichtdifferentiirbarkeit der Weterstrassschen 
Functionen hängt also wesentlich mit ihrer Beihennatur zusammen. 
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Was die Beziehung zwischen Differentüibarkeit und Integrirbarkeit 
anlangt, so ist zu bemerken, dass das Integral jeder stetigen Function nach 
der Grenze differentürbar ist. Da mau aber hat: 

f{x) dx = lim,==ü -J f{x) dx = lim,=o A , 



dx 



WO /i eine Grösse bezeichnet, die zwischen dem giössten und kleinsten 
Werthe von f{x) im Intervall x...x+€ liegt, so kaim man nicht wissen, 
falls f{x) gerade bei Annäherung an die Grenze x unendlich oft springt, 
welchen Werth \imf erhält, und ob dieser Limes überhaupt bestimmt ist. 

Bemerkung. Mit der gewöhnlichen Function ist die grösste Ein- 
schränkung erreicht, welche in der Theorie, der diese Unterscheidungen 
gelten, flirs Erste hervorzuheben wäre. Sie schliessen noch eine unermess- 
liche Mannigfaltigkeit ein, wie man z. B. eine solche Function sich aus 
Bogen verschiedenartiger Curven zusammengesetzt denken kann, u. s. w., 
so dass die Einschränkung noch bei Weitem nicht bis zu denjenigen 
Functionen getrieben ist, die Jacobi „vernünftige" nannte, und die den Gegen- 
stand der eigentlichen Functionentheorie bilden. 

V. Die Function, die der Dirichletschen Bedingung genttgt. 

Mit keiner der eben entwickelten vier Definitionen übereinstimmend, 
ihres häufigen Gebrauchs wegen aber wohl dazu berechtigt als Defi- 
nition einer eigenen Classe von Functionen zu dienen ist die Bedingung, 
unter welcher nach den DiricAfefechen Untersuchungön eine Function nach 
Foiinerschen Reihen entwickelbar ist. 

Es ist vortheilhaft, um diese Bedingung kurz zu formuliren, den Be- 
griff des Maximums auf unstetige Functionen auszudehnen, indem man sagt, 
dass eine Function für x = a ein Maximum hat, wenn die ersten Functional- 
werthe für a;^«, die von f{a) verschieden sind, kleiner als f^a) sind. 

Die Functionenclasse ist dann erklärt durch die Bedingung, dass sie 
in dem betrachteten Intereall nur eine endliche Anzahl Maxima hat. 

Dies schliesst also beliebig viele Unstetigkeiten nicht aus, ja nicht 
unendlich' viele, da in den Strecken, wo die Function nur zu oder nur ab- 
nimmt, dies z. B. in treppenförmigen Absätzen geschehen kann, die beliebig 
oft unendlich dicht werden. Es braucht im Gegensatz zur gewöhnlichen 
Function hier nur eine Richtung zu geben, in Bezug auf welche die Function 

Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 1. Ö 
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nur eine endliche Anzahl Maxima hat. Auch einen Differentialquotienten 
setzt die ZMncA/e/sche Bedingung nicht voraus. 

VI. Bemerkungen über die obige Classification. 
. Die beiden ersten Classen bestimmen gar nichts über den einzelnen 
Functionalwerth und seine Beziehung zu den Nachbarwerthen. Die drei 
letzten setzen hierüber etwas fest: Die dritte, dass f{x±0) —f{x) = sei, die 
vierte, dass die Oscillationen der Tangente bei Annäherung an einen Punkt des 
Intervalls unendlich klein werden, oder dass gar keine vorhanden seien, 
die fünfte, dass man von jedem Punkt aus an seinen beiden Seiten Stiecken 
abgrenzen kann, innerhalb deren die Function nicht wächst oder nicht 
abnimmt. 

Neben diesen ganz allgemeinen Unterscheidungen, die sich auf 
Functionsintervalle beziehen, sind zu verzeichnen die verschiedenen Arten, 
wie eine Function sich einem ihrer besonderen Werthe nähern kann. Dies 
führt uns dann zu dem Begriff der Singularitäten; und wenn wir femer 
noch festgestellt haben werden, in welcher Weise die Singularitäten über 
endliche Functionsintervalle vertheilt vorkommen können, so werden wir 
schliesslich eine Art von Uebersicht über die verschiedenen Möglichkeiten 
gewonnen haben, welche der Begriff der mathematischen Function einschliesst 

Vn. Die Annäherung der Function an ihre einzelnen Werthe. 

A. Die Annäherung der Function von einer Seite her anlangend 
sind folgende Fälle zu unterscheiden: 

1. Die Function erhält mit dem Charakter einer gewöhnlichen Function 
(Art IV.) einen bestimmten endlichen Werth. 

2. Sie wird ebenso unendlich. 

3. Sie erhält mit Maximis einen bestimmten endlichen Werth. 

4. Sie wird mit Maximis unendlich. 

5. Sie wird mit Maximis unbestimmt, bleibt aber endlich. 

6. Sie wird mit Maximis unbestimmt, unendliche Werthe einge- 
schlossen. 

Für die hier gemeinten Maxima reicht es aus, dass sie in Bezug 
auf irgend eine Richtung vorhanden seien. 

B. Bei der Annäherung von beiden Seiten her, heben wir folgende 
Fälle hervor. 

1. Von beiden Seiten wird derselbe Werth mit demselben Diffe- 



• » 
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rentialquotienten und mit dem Charakter einer gewöhnlichen Function 
erreicht 

2. Mit verschiedenen aber bestimmten Differentialquotienten (Knick). 

3. Es werden verschiedene Werthe erreicht (Sprung). 

4. Alle ttbrigen Combinationen der sechs Fälle A. 

Bei Zugrundelegung der allgemeinen Definition des Maximums^ 
welche bei Gelegenheit der DiricA/etechen Bedingung (Art. V.) eingeführt 
wurde, setzen alle diese Unterscheidungen, wo es nicht in der Definition 
liegt, durchaus nicht voraus, dass die Function stetig sei in der Umgebung 
des Werthes, an den die Annäherung geschieht 

VIII. Die Singularitäten der Function. 

Wir nehmen an, eine Function gehöre zu einer der obigen fünf 
Classen in einem gegebenen Intervall, mit Ausschluss einer beliebig kleinen 
den Punkt k enthaltenden Strecke, in welcher eine Art der Annäherung 
der Function an den Punkt h stattfinde, die durch die Bedingungen der 
Classe, zu welcher sie gehört, ausgeschlossen ist. Alsdann hat die Function 
für den Punkt k eine Singularität. 

Z. B. ist Unendlichwerden in einem Punkte für alle Klassen eine 
Singularität, sprungweise Werthänderung für die dritte und vierte, für die 
vierte Klasse sind es alle unter B (Art VIL) verzeichneten Annäherungen mit 
Ausnahme der ersten, endlich für die fünfte sind u. A. Strecken mit unend- 
lich vielen Maximis Singularitäten. 

Unter den Singularitäten wollen wir noch integrirbare und nicht 
integrirbare unterscheiden. Unter den ersten sind dann solche zu verstehen, 
für welche jedes der Integrale 

f"y{x)dx, fr{x)dx 

einen endlichen und bestimmten Werth annimmt, wenn 6 der Null sich nähert, 
und auf x eiue Singularität von f[x) Mit 

IX. Vertheilung der Singularitäten wie die Wurzeln des Kettensinus. 

Punkte, die keine Linie bilden, können auf einem Intervall auf 
zweierlei Weise in unendlicher Anzahl vorkommen. Erstens so, dass in 
jeder noch so kleinen Strecke solche Punkte vorkommen, wie bei der Ver- 
theilung der Rationalzahlen. Zweitens in jedem noch so kleinen Theile dea 

5* 
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Inti^n^Älls Ifost sich imraer eine endliche Strecke angeben, in der keiner 
Jonor l\inkte liejjt. 

Im «weiten Fall, den wir genauer betrachten wollen, sind die Punkte 
outwoilov in endlicher Anzahl, oder sie werden nur bei Annäherung an ein- 
xolno l Hinkte unendlich dicht. Denn wenn sie in unendlicher Anzahl sind, 
HO kihinon nicht alle ihre Distanzen endlich sein. Es können aber auch 
nii^ht alle ihre Distanzen in einer noch so kleinen Strecke verschwinden, 
du «onst der erste obige Fall einträte. Es können ihre Distanzen also 
nur in Punkten oder richtiger unendlich kleinen Strecken Null werden. 

Man hat hier folgende Unterscheidungen zu machen. 1. Die Punkte 
kl (wie wir sie bezeichnen wollen) werden nur bei Annäherung an eine 
endliche Anzahl von Punkten Ä2 unendlich dicht. 2. Die Punkte fe selbst 
werden bei Annäherung an einzelne Punkte A3 unendlich dicht. 3. Die 
Punkte A3 werden wieder bei Annäherung an Punkte A4 unendlich dicht, u. s. w. 

So werden die Wurzeln von = sin — bei Annäherung an j? = un- 

endlich dicht. Diejenigen von = sin — j- bei Annäherung an die Wurzeln 

sin — 

X 

von sin — , u. s. w., so dass die Wurzel vertheilung von 

i 



= sin 



. 1 
sm-; — 
sm.. 1 



. 1 

sm — 

X 



ein Bild der beschriebenen Punktvertheilung liefert*). 

Die mit so vertheilten Singularitäten behaftete Function füllt die 
Kluft aus zwischen den gewöhnlichen Functionen und den Punkt für Punkt 
mit Singularitäten behafteten Functionen. 

Schliesslich haben wir uns noch klar zu machen, was die Integration 
über eine solche Strecke bedeutet, in der integrirbare Singularitäten sich 
an einzelnen Stellen unendlich verdichten, was z. B. das Integial 

^ dx 



^ x^ 



*) Uieso Punktvertheilung scheint mir im Wesentlichen auf dasselbe hinauszu- 
laufen, was Herr 0. Canior (Annalen von Clebsch und Neumann^ V. Bd.^ pag. 128 sqq.) 
unter Punktmengen versteht. 
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flir einen Sinn hat. Offenbar hat man sich nach der gewöhnlichen Auf- 
fassung (Art. VII.) das Integral von irgend einem Argumentwerth an bis zu 
einer Stelle zwischen der »*®° und n+V^° Singularität gebildet zu denken, 
wo n unbestimmt sei, und dann n unendlich werden zu lassen. Bilden die 
Singularitäten Verdichtungspunkte zweiter Ordnung, so hat man das nach 
der gegebenen Definition flir Verdichtungspunkte erster Ordnung gebildete 
Integral zu erstrecken bis zu einem Punkte zwischen dem i»^®° und (m+l)^° 
Verdichtungspunkt erster Ordnung, und dann m unendlich werden zu lassen, 
u. s. f., so dass ein solches Integral über einen Verdichtungspunkt fi^^^ Ord- 
nung ausser der gemeinen Integration /ll Grenzprocesse voraussetzt. 

Tübingen, im März 1874. 
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Allgemeine Lehrsätze über den Gültigkeitsbereich der 
Integralformeln, die zur Darstellung willkürlicher 

Functionen dienen. 

(Von Herrn Paul du Bois-Reymond in Tübingen.) 



Dchon ihrer äusseren Zusammensetzung nach fordert Fourier^ Formel : 



zu dreierlei Arten von Forschungen auf: 1) zu ermitteln, welche Rolle der 
Cosinus darin spielt und durch welche Functionen er ersetzt werden kann, 
2) zu untersuchen, unter welchen Umständen die Formel auch Functionen 
mehrerer Veränderlichen darstellt, indem das Doppelintegral durch mehr- 
fache Integrale ersetzt wird, 3) ihren letzten Bestandtheil, die Function f{x) 
genauer Prüfung zu unterwerfen, um zu erkennen, für welche denkbaren 
mathematischen Functionen die Fotirfersche Formel, oder die ihr nachge- 
bildeten Formeln noch richtig sein mögen, lieber die beiden ersten Fragen 
habe ich bereits Untersuchungen veröflfentlicht *) , die dritte Frage ist der 
Hauptgegenstand vorliegender Abhandlung. 

Einleitung. 

^Angabe des allgemeinen Problems^ mit welchem sich die vorliegende Abhandlung be- 
schäftigt, und Uebersicht über ihren Inhalt. 

Die Fundamentalformeln der Theorie der darstellenden Integrale**) 

lauten: 

(A.) lim/' da f{a)(p{a,h) = 0, 
(B.) limy da f{a) (p (a, h) = f{0) Virnf^daip (a, h\ 

u u 



^) Vther die allgemeinen Eigenschaften der Klasse von Doppelintegralen, zu welcher 
das Fouriersche Integral gehört. (Dieses Journal Bd. LXIX, 65), und Die Theorie der 
Fourierschen Integrale und Formeln (Math. Annalen IV, 362). 

**) So werde ich fortan die Integralausdrttcke nennen, welche zur Darstellimg 
der willkttrlichen Functionen dienen. 
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WO lim den Grenzübergang ä = oo vorstellt, und a, b numeriBcli der Un- 
gleichheit 0<C.a<Cb genügen, sonst aber ganz beliebig sind. Die Formeln 
sind bis jetzt unter folgenden Voraussetzungen bewiesen: 
1. Es erhält das Integral 

j daif (a, Ä) 



für h = oo einen von a unabhängigen, endlichen, bestimmten Werth *). 2. Es 
erfüllt f{x) innerhalb der Grenzen der Integrationen die Dirichletsche Be- 
dingung (Vor. Abh. Art. V.). 

Die Formeln (A.), (B.) sind die Grundlage der zur Darstellung will- 
kürlicher Functionen dienenden Formel: 

(C.) \\mj^daf{a)(p{a'-x,h) = /(a?-0)G_+/(a: + 0)G+, , 

A 

WO die Grössen: 

6r_ = lim/ da (p [a, h) , G^ = lim/ da tp (a, ä) 

beide bestimmt, endlich und unabhängig von a und 6 sind, und 4<Ca?<CÄ ist 
Man erhält Formel (C.) so: Bildet man auf Grund von (B.) die 
Ausdrücke: 

f{x'\-0)G^ = lim f' da f{x+a)q>{a, A), f{x-0)G^ = \jmJ^daf{x-\-a)(p{a, h), 

-a 

verändert die Integrationsvariablen und addirt, so folgt: 

lim/ daf{a) (p(a^x,h) = f{x + 0) G++ f{x - 0) G^. 

Denkt man sich alsdann die willkürlichen Grössen a, b so bestimmt, dass 
-~a+x=^A, 6 + a: = fibei der Veränderung von x constant bleiben, dass 



*) Zur Charakteristik der Functionen (p (w, A), welche darstelletide Integrale liefern, 
sind bis jetzt nur Integraleigensehaften, allerdings nothwendige, beigebracht worden, 
wie in der ersten, Eingangs citirten, Abhandlung. Dergleichen Integraleigenschaften 
sind aber manchmal zur fVüfung sehr unbequem, und es wäre ein Wünschenswerther 
Fortschritt, wenn es gelänge, andere Definitionen fllr die Functionen q>(x,h) zu ent- 
decken. Ich glaube dergleichen von einer weiteren Ausbildung der Theorie der 
linearen partiellen Differentialgleichungen erwarten zu dürfen, da deren Integrale, welche 
den in den einfachsten Fällen unter der Bezeichnung Greenscher Functionen bekannten 
particulären Integralen entsprechen, ohne Ausnahme zu der in Rede stehenden Function 
y(«,Ä) gehören. 
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aber stets A<Cx<iB sei, wonach auch A und B ganz willkürliche Grössen 
sind, so ergiebt sich Formel (C). 

Aus dieser Ableitung folgt, dass Formel (C.) gilt, wenn f{x) fUr 
jedes Paar Intervalle A...x, x...B die nämlichen Bedingungen erfüllt, unter 
denen (B.) gilt, wenn f{x) diese Bedingungen fllr das Intervall 0...a er- 
füllt. Wir können uns also auf die Untersuchung dieser letzteren Bedin- 
gungen beschränken. 

Die Formel (B.) wurde a. a. 0. mit Hülfe der Formel (A.) bewiesen. 
Unter den für die Gültigkeit von (A.) und (B.) oben angegebenen Bedin- 
gungen kann man aber (A.) als eine Folge von (B.) ansehen (indem man 
in (B.) 6 statt a schreibt und abzieht), so dass man meinen könnte, dass 
man es nur mit der Formel (B.) zu thun hätte. Die Folge wird aber 
lehren, dass dies em Irrthum wäre. Beide Formeln haben in Bezug auf 
die willkürliche Function ein ganz verschiedenes Gültigkeitsgebiet, und sind 
mithin ganz selbständig. 

Nach allem diesen würde der Abschluss der Theorie der darstellenden 
Integrale vor allen Dingen die Lösung folgender Aufgabe verlangen: 

,,Die Beschränkungen der Function f{x)^ unter welchen die Formeln 
(A.) und (B.) noch gelten, auf ihr nothwendiges Maass zurücksiuführen/^ 

Es versteht sich von selbst, dass bei der Mannigfaltigkeit der Functionen 
<p{ot,h), mit denen man jene Formel bilden kann, an eine vollständige 
Lösung dieser Aufgabe zur Zeit nicht gedacht werden kann, die schon in 
den einfachsten Fällen, den Fotirterschen Darstellungsformeln, die grössten 
Schwierigkeiten zu bieten scheint. Gleichwohl hatte es einen grossen Keiz 
fllr mich, in diesem an subtilsten Problemen überreichen Gebiet nach Kräften 
vorzudringen, und Ordnung zu schaffen. 

In einer demnächst zu veröffentlichenden Abhandlung werde ich mich 
mit den Bedingungen der Convergenz oder richtiger der Divergenz der 
Fottff ersehen darstellenden Formeln im engeren Sinne beschäftigen, in der 
vorliegenden werden die Formeln (A.) und (B.) in ihrer allgemeinsten Auf- 
fassung discutirt. 

Die Theorie der ersten Fundamentalformel (A.) kann als im Wesent- 
lichen abgeschlossen betrachtet werden. Sie erweist sich als ein Theorem 
der Integralrechnung von überraschender Allgemeinheit Diese Ergebnisse 
und ihre Anwendung auf Formel (C.) der Einleitung enthält das erste Capitel. 

Im zweiten suche ich Ordnung und Plan in die Discussion von 
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Foimel (B.) zu bringen. Zuerst wird ein Tlieil der Functionen g> (a?, h) 
ausgeschieden, für welche Formel (B.), was die Function f{x) anlangt, sich 
desselben Umfangs der Gültigkeit wie Formel (A.) erfreut. Für den Rest 
der Functionen cp (x, h) besteht das in dieser Einleitung formulirte Problem 
fort, das sich dann als das wahrscheinlich tiefste der ganzen Theorie er- 
weist, weil unter sehr allgemeinen Bedingungen für die Functionen (p{x,h\ 
ja vielleicht füi' alle, gezeigt wird, dass die Differenz der beiden Seiten von 
(B.), wenn sie für eine Function f{x) nicht Null ist, auch nicht endlich 
und bestimmt sein kann. Jenes allgemeine Problem kann aber nicht dkect 
in Angriff genommen, sondern muss durch zugänglichere ersetzt werden. 

Dies führt dann schliesslich darauf, gewisse Bedingungen für die 
Function f{x) aufzustellen, die für die Gültigkeit von (B.) jedenfalls aus- 
reichen, und die im dritten Capitel entwickelt und discutirt werden. Wenn 
die erstere diesbr Bedingungen erfüllt ist, gilt (B.) für alle Functionen 
(/)(a, Ä), ist die zweite erfüllt, so gilt (B.) für eine grosse Gruppe jener 
Functionen. 

I. Ueber den Gültigkeitsbereich der Formel (A.). 

1. Bedingung fttr Formel (A.), falls f(x) endlich ist. 
L Satz. Die Gleichung 

limj da f{a)q>(a,h) = 



a 



findet immer statte wenn numerisch <C « <C 6, femer für a<^ai<Zbi 

lim/ 'da(p{a,h) = 0, 



«1 



<p{ajh) auch für h^oc endlich ist, und f(x) im Intervall a..,b integrirbar ist. 
(Vor. Abb. Art. II.) 

Die Function f{x) nehmen wir der Einfachheit halber durchweg 
positiv an. 

Beweis. Wil* theilen das Intervall a... 6 in die Theile Ji, J^i ... ^ny 
so dass 6 — o = i, + ^., H V-^m wnd bezeichnen mit a^ die giösste nume- 
rische Werthdifferenz der Function f{x) im Intervall ^^. Dann muss also 
^^pOj, der Null sich nähern, wenn die Zahl n grösser und grösser wird. 
Wii' setzen weiter f{x) = fi{x) + Jf(x) und bestimmen f{x) so: fi{x) sei in 
jedem Intervall Jp constant und gleich dem kleinsten Werth von f{x) hi 
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diesem Intervall. Dann erfüllt f^{x) im Intervall a...6 durchweg die Di- 
ricA/e/sche Bedingung und man hat 

lim/ dafi{a)q>{a,h) = 0, 

a 

mithin 

lim/ daf{a,h) = lim/ daJf{a)(p{a,h). 



a a 



Die Function Jf{a) ist positiv , und da g> (a, ä) nicht unendlich wird im 
Intervall a...b^ so können wir das Integral rechts schreiben: 



a 



Das Integral / daJf{a) ist jedenfalls nicht grösser als die Summe JSJj,Oj,. 

a 

Also ist: 

/ daf{a)(p{a,h) = x.q){ai^h).^JpOp, O^x^l. 

Lässt man hierin h unendlich werden, so bleibt die rechte Seite von der 
Ordnung ^JpOp, wird also durch Vergrösserung von n beliebig klein, da 
aber die linke Seite n nicht enthält, so ist sie Null*). Q. E. D. 



*) Ganz ähnlich kann man auch detfi Mittelwerthsatze: 

f'Kxy^Qc)dx = fw/\iix)dx + \f(ib)^f(a)]/%(ix:)dx 

a a I 

die grösste Allgemeinheit ertheilen, deren er fähig ist. Bei den bisherigen Beweisen 
des Satzes wurde immer stillschweigend vorausgesetzt, dass die Function q>(x) im 
Intervall a...b nur eine endliche Mzahl Mal ihr Zeichen wechselt. In Wahrheit 
braucht sie nur integrirbar zu sein. Theilt man nämlich das Intervall a..,b in n Theile 
8 und bezeichnet mit 9, (a;) eine Function, die in jedem Theilintervall d gleich dem 
kleinsten Werth von q(x) in diesem Intervalle ist, so dass (p(,x) = q)^(^x)-\- Jq>(x') 
gesetzt, /Jq>(jx) im ganzen Intervall positiv ist, so kann man die obige Gleichung 
zuerst für «jp, (a?) statt (f{x) beweisen (am kürzesten nach dem Verfahren des Herrn 
G. F. Meyer ^ Mathem. Annalen Bd. VI, pag. 313) und sie dann auf die Form bringen: 

f'fix) qp (x) £te - [fiä)J V (x) dx + {((b) - fia))/ \ (x) dar] 

a ' a ^ 

a a I 

Da nun 

a a 

i 

80 wird die rechte Seite, wenn q (a?) die Bedingung der Integrirbarkeit erfüllt, mit — 
unendlich klein, während der Mittelwerth | das Intervall a...6 nicht verlassen kann. 
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Es sei z. B. 

daf{a)(p{a,h) = / (/«/"(«) cos Ä(a — a;) 

SO folgt, wegen: 

lim/ rfacosA(a--a;) = limy 8inA(a— ar) = 0, 

dass das Glied der Fotinersclien Reihe verschwindet, wenn die darzustellende 
Function die Bedingung der Integrirbarkeit erfüllt, wie dies von Riemann 
(lieber die Darstellbarkeit etc. pag. 36) schon gezeigt worden ist. 

Die Bedingung lim 2 J^a^ = schliesst unendliche Werthe der 
Function aus, und es ist nun zu ermitteln, unter welchen Bedingungen un- 
endliche Werthe der Function dennoch gestattet sind. Dies lehrt fol- 
gender Satz: 

2. Bedingung für Formel (A.), falls [(x) unendlich wird, 
n. Satz. Die Formel (A.) bleibt richtig^ wenn für einen Werth Xi 
(a-^Xi^b) f{x) eine solche Singularität besitzt, dass das Integral 



fdafia) 



a 



absolut coneergirt. 

Ich gebrauche den Ausdruck Singularität im Sinne des Art VEEI. der 
vor. Abh. um den Fall einzuschliessen, wo f{xi) unbestimmt mit gestatteten 
unendlichen Werthen ist. Unter absoluter Convergenz wird wie üblich die 



Convergenz von 



f damodf{a) 

a 

verstanden. 

Beweis. Wir zerlegen das Integral / daf{a)(p{a,h) in die Theile: 



a 



Der Limes jedes der ersten beiden Theile ist Null. Es ist also noch der 
Limes des dritten Integrals zu untersuchen. Wir setzen fix)=fi{x)+f2{x)j 
^^ /i(^} gleich f{x) oder gleich Null, jenachdem f{x) positiv oder negativ, 
und /^(a?) gleich f{x) oder Null, jenachdem f{x) negativ oder positiv ist 

Alsdann sind im Fall der absoluten Convergenz von /f{a)da die Integrale 

6* 
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auch convergent. Nun ist: 

Es ist also das Integral links gleich einer Grösse, die mit * unendlich klein 
wird. Also wird auch das gesammte Integral 

lim/ daf{a}(p{a,h) 



a 



mit B unendlich klein. Da es aber « nicht enthält, so ist es Null. Q. E. D. 

o. Anwendung der Sätze Art. 1 u. 2. auf die Formel (C.) der Einleitung. 

Es ist nicht überflüssig gleich festzustellen, wie weit durch die vor- 
stehenden Sätze die Bedingungen fUr Formel (C.) erweitert werden. Dies 
lehrt der 

ni. Satz. Wenn f{x) in der beliebig kleinen Strecke x—€...x+€ des 
Intervalls A...B die Dirichietsche Bedingung erfüllt^ für einen eon x verschiedenen 

Werth Xi aber eine Singularität hat, über welche integrirt, das Integral //(«) da 

absolut convergirty wenn drittens im übrigen Intervall A,..B f[x) integrirbar ist, 
so hat man: 

(C.) f'daf{a)q>{a--x, h) = f(^x+0)G^+f{x^O)G,, 



A 



unter den in der Einleitung für tp {a, h) aufgestellten Bedingungen. 

Beweis. Wir wählen e so klein, dass die Strecke a:— 6...a?+6 
den Punkt x^ nicht enthält. Alsdann bilden wir die Zerlegung: 

/H /*H-x 

rfcf/'(a)y(« — iT, A) = / daf[a + x)(p[ctyh) 

A A—x 

dnf-^a + x)(p{ay h)+ / daf{a)<p{ay h) 
+ f daf{a+x)(p{a,h)+j daf{a-^x)q){a,h). 

—e A—x 

E» ist B-x positiv, A — x negativ. ]VIithin ist Null der Limes der beiden 
Integrale 



A—x 
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nach den beiden Theoremen I. und IL Nach Formel fB.) der Einleitung 
ist aber fix4-0)G++f{x — 0)G^ der Limes der Integrale 

Q. E. D. 

Zusatz. Offenbar ist die Voraussetzung nur einer Singularität, in 
den Sätzen IL und IIL eine unnöthige Beschränkung. Wir kömien ihrer, 
ohne an den Beweisen Wesentliches zu ändern, eine beliebige endliche Zahl 
annehmen. Ebenso klar ist es auch, dass die Sätze gelten, wenn sie sich 
bei Annäherung an einen Punkt unendlich verdichten, sobald nämlich als- 
dann der Begriff des Integrals in der vor. Abh. Art IX. angegebenen Weise 
aufgefasst wird, und es über den Verdichtungspunkt genommen, absolut 
convergirt. In ähnlicher Weise sind unter den gleichen Bedingungen Ver- 
dichtungspunkte zweiter Ordnung gestattet u. s. w. , so dass bei absoluter 
Convergenz des Integrals die Singularitäten wie die Wurzeln des Kettensinus 

= sm — 



1 

sin - 

1 

•sm — 



X 

vertheilt sein dürfen. 

Beispiel. Der Satz HI. gestattet eine unmittelbare Anwendung 
auf die Fowriersche Reihe, die ja als 

rf« /"'«} I i + COS (cc - o?} + COS 2 (a — a:} H 1- cos nfa — x^] 



— TT 



aufzufassen ist. Nachdem Dirichlet^ dem offenbar nicht altemirende Functionen 
vorschwebten, für den Fall des Unendlichwerdens von f(x) eine zu weite 
Bedingung für die Gültigkeit der FowWerschen Entwickelung aufgestellt*), 
hat Riemann eine andere Bedingung entwickelt**), die ihrerseits wieder 
viel zu eng ist, während die Bedingung der absoluten Convergenz des In- 
tegrals ff{a)da nicht allein für die ganze Classe der darstellenden Integrale 

ohne Unterschied gilt, sondeni auch für die Fourier^cheu Reihen einen er- 
heblich weiteren Spielraum als die RiemanMche Bedingung gewährt. Für 



*) Dieses Journal Bd. 1 7, pag. 54. 
**) lieber die Darstellbarkeit etc. Art. V2. 
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die Fottrtarschen Reihen habe ich vorstehende Bedingung schon publicirt *). 
Die Bedingung ist überflüssig bei den Integralen , in denen (p {x^ h) in der 
Umgebung des Werthes von x, für den f\x) unendlich wird, nicht unendlich 
viele Maxima hat. Bei solchen Integralen braucht, wie leicht zu sehen, 

ffiot)da überhaupt nur zu convergiren. 

II. üeber den Gültigkeitsbereich der Formel (B.) im Allgemeinen. 

4. Eintheilung der darstellenden Integrale in zwei grosse Klassen. 
Die Formel (B.): 

lim/ da f (a) (p {a, h) = f{0) lim/ da(p{a^h) 



(J u 



unterliegt, dies lässt sich a priori einsehen, weit eher Einschränkungen in 
Betreff der Function f{x\ als die Formel (A.). Denn da der 

lim/ da(p{a^ ä), 

€ 

wie klein e sei. Null ist, der lim/ da(p(a,h) nach der Voraussetzung 



(j 



aber nicht, so muss cp {x, h) in der Nähe von a? = mit h über alle Grenzen 

wachsen. Dann kann aber f{x) , wenn z. B. (p [x^ h) altemirt wie , 

ganz anderen Bedingungen unterworfen werden müssen, damit (B.) gelte, 
als der Integrirbarkeit, und sogar der Stetigkeit. Dies ist auch in der That 
der Fall, wie wir sehen werden. 

Es ist aber eine wichtige Bemerkung, dass die Functionen ^(«, A), 
welche zur Herstellung der Formel (B.) dienen können, in zwei scharf ge- 
schiedene grosse Klassen zerfallen, von der die eine der Function f{x) den 
weitesten Spielraum gestattet, während die Einschränkungen nur der andern 
zukommen. Ich stelle für beide Klassen die Typen hin: 

/ ,v Ä / «\ sinÄx 

^ ^^^ *^ = l + ÄV ' 9>(^. *) = -^-, 

und unterscheide sie wie folgt: 

Definition : Irgend ein Integral /F(a^ h) da $oU ein Integral mit con- 

eergentem Gremwerth genannt werden, wenn es für h = oo endlich und fre- 

*) Antrittsprogramm, pag. 16. 
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stimmt ist. Es hat femer einen y^unhedingt coneergenten Grenzwerth y^ itenn 

lim /rfamodF(«, h) 

nicht unendlich wird (ohne aber bestimmt sein zu brauchen) y während ^ wenn 
dieser Limes unendlich wird, das Integral einen yjbedingt coneergenten Grenz- 
werth^ hat. 

Dadurch zerfallen die Integrale / da(p{a,h) in solche mit bedingt 

und mit unbedingt convergentem Limes, von denen die letzteren die Auf- 
stellung des allgemeinen Satzes des folgenden Artikels gestatten. 

Giebt man der Function ip die besonders einfache Form hrp^x, A), 
in welchem Falle: 

/a f*ak 

dacp^a^h) = / day;{a)^ 



u 



so ist aus der geometrischen Bedeutung dieser Umformung leicht zu sehen, 
dass / da(p{ayh) einen bedingt oder unbedingt convergenten Limes hat, 



(j 



da\p{a) em bedingt oder unbedingt convergentes Integral ist. 







5. BedinguDgen für darstellende Integrale mit unbedingt convergentem Limes. 
IV. Satz: Formel (B.) gilt aUemal, wenn das Integral 

J da(p{ayh) 

u 

einen unbedingt convergenten Grenzwerth hat, wenn f{x) integrirbar ist, und 
]imf^i f{B) bestimmt ist. 

Beweis. Es sei 9i(a?^A) gleich ip{x,h) oder gleich Null, jenachdem 
(p{x, h) positiv oder negativ ist, y^Car^ h) gleich (p{x, h) oder Null, jenachdem 
(p{x,h) negativ oder positiv ist Setzen wir nun: 

f'da f{a) (p (a, A) =J'daf(a) (p^ (a, A) +Jdaf{a) q>2 (a, A) +J da f{a) (p (a, A) , 

I) U f 

so ist der Limes des letzten Integrals rechts Null nach Satz I, die Summe 
der beiden anderen lässt sich schreiben: 



mfda<p{a, A)H- \f(a,)'-m\fdaip,{a, A) 



l) 



+ |A«2)-A0)|/'rf«9'7(«,A), O^a., a,^i. 



U 
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Für Ä = oc ist der Limes des ersten Theiles gleicliwerthig mit : 

/■( ) lirny da cp («^ h) , 
*() 
so dass die Grössen: 

/a /»ff 

dafifjL) (f (er, h) , f(0) lim / dacp {a, h) , 

(I 

wegen der vorausgesetzten Endlichkeit von 

lim / da y , («, A) , lim / da cp^ (a, h) 

(i 

sich um eine Grösse unterscheiden, die mit e unter jede Grenze sinkt, falls 
lim^j/C*) endlich und bestimmt ist, da aber der Unterschied e gar nicht 
enthält, so ist er Null. Q. E. D. 

Auf ganz ähnliche Weise zeigt man, dass im Falle des unbedingt 
convergenten Limes die Gleichheit (B.) noch stattfindet, wenn f{x) ftir einen 
Punkt so unendlich wird, dass /daf{a) über diesen Werth erstreckt, über- 
haupt convergirt. 

6. Allgemeiue Betrachtungen über die hinsichtlieh der darstellenden Integrale 

noch offenen Fragen. 

Damit reducirt sich das in der Einleitung aufgestellte Fundamental- 
problem darauf, die für ihre Darstellbarkeit erforderlichen Beschränkungen einer 
Function f[x) bei Integralen mit bedingt convergentem Grenzwerth zu finden, 
denn die Theorie der übrigen darstellenden Integrale ist vollständig erledigt. 
Ich bemerke aber, dass die Aufgabe eigentlich noch allgemeiner gestellt 
werden kann. Denn bei der unabsehbaren Mannigfaltigkeit, welche die in- 
tegrirbare Function einerseits und andererseits die zur Aufstellung der Grund- 
formel (B.) geeigneten Functionen (f {x, h) umfassen , liegt nicht der ge- 
ringste Grund vor, a priori in Abrede zu stellen, dass es sowohl Functionen 
f(x) geben können, ftir welche der Limes 

L = \in\ f da f{a)(p(a,h) 

€ ' 



kein endlicher, bestimmter, als auch solche, t\li- welche er endlich und be- 
stimmt aber von 



L^ = f{0)\ivci f da(p[a^h) 



verschieden ist. 
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Unter solchen Umständen wird man schon einen nicht unwichtigeu 
Schritt in dem Nachweis erblicken, dass 

Y. Satz, für grössere Classen eon Functionen (p {x, h) der Limes L einen 
anderen bestimmten endlichen Werth als L^ nicht haben kann. Es soll dies 
nachgeioiesen werden eon allen Functionen (p {x^ h\ für welche : 

E = lim^, y rfp mody da e e"^" q> {ff, o) 

nicht unendlich ist. Darin bedeutet t eine beliebige positiee Grösse^ die auch 
Null sein darf^ und die Exponentialfunction kann in geeigneter Weise durch 
beliebig eiel rascher abnehmende Functionen ersetzt werden. 

Diese Bedingung, von der ich vermuthe, dass ihr alle Functionen 
(p{x^h) genügen, die darstellende Integrale liefern, ist im gegebenen Falle 
unschwer zu prtifen. Ich habe mich überzeugt, dass ihr alle mir bekannten 
besonderen Classen von Functionen cp {x^ h) genügen , muss mich aber hier 
der Kürze wegen darauf beschränken, dies von der besonders interessanten 
Form (p{x,h) = h%p{xh) zu zeigen, welche die Convergenz des Integrals 

/x 
iff (a) da 

voraussetzt. 

Schreibt man atp{Qa) statt y(p, ^) in E und setzt t = 0, so findet 
man leicht: 

E = lim^,,/ rfpmod / daeae'''''^xfj{a). 

L '* 

a 

Man kann in diesem Ausdruck statt des Modul mit Vortheil gewisse dis- 
continuirliche Functionen einführen. Es muss z. B. endlich bleiben der Limes: 

El = \im,^,p d^r da Bae''''^\p{a) X{ff\ 

a 

WO 1{q) gleich Null oder gleich Eins ist, jenachdem 

/OD 
da B e"'''^ \^f {o) 





• 1 • 



negativ oder positiv ist. Man darf in dem vorstehenden Ausdruck ftir E^ 
die Integrationsordnung umkehren, und nimmt man einen mittleren Werth 
i, von i(p), welcher zwischen Null und Eins liegen wird, vor das Integral 
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nach (>^ so kann man dieses ausfuhren, und findet: 



ta 



doe "" \ij[a) = {\m\^^l^).l da\p{a\ 

ü 

woraus die Endlichkeit von E folgt 

Dass L einen anderen endlichen und bestimmten Werth als L^ nicht 
haben kann, falls E endlich ist, lässt sich folgendermaassen erweisen. 

Wir theilen in 



J = /"rfa /•(«) q> {a, h) 



das Integral wieder in /+/ "7 wo y sehr klein angenommen ist, und be- 

y 

trachten nur das erste Theilintegral. Wenn 

für A = 00 eine endliche bestimmte Grenze hat, so ist das nach a genommene 
Integral in der Umformung 

lim/. = rda(/'d^r[^)^^)-\-/'d^f{^)<p{^, r) 
convergent, und nach bekannten Sätzen identisch mit: 

T 

Wegen des Exponentialfactors kann hierin die Integrationsordnung umge- 
kehrt werden, allerdings unter der Voraussetzung, dass — ^ nicht so 
stark wie eine Potenz von e^*' unendlich wird, da man alsdann ja 

e ^""—- ^ als e 'e " ^ 

da da 

schreiben kann, worin der zweite Factor endlich bleibt *). Durch partielle 



*) Falls — ?4?^^ so stark oder stärker als eine Potenz von e^ unendlich wird, 

^ da 

so ist fllr den Beweis, um den es sieh hier handelt, der Exponentialfactor durch einen 
anderen xC^a) zu ersetzen, welcher die Umkehrung der Integrationsfolge in 



/■-,«(..)/Ww^J^- 





gestattet. Man kann z. B. zu diesem Zwecke x ein für allemal durch die Bedingung 
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Integration geht limJi über in: 

ii r 

also schliesslich in: 

lim Ji = lim^=(, / ^rfp /"((>) / dae e^^^ (p {q, a) , 

(I T 

eine Umformung, der man alle darstellenden Integi'ale unterwerfen kann, 
und die ohne Weiteres den verlangten Beweis zu führen gestattet. Denn 
setzen wir: 

T 

WO ^liQ) gleich ^(p) oder gleich Null ist, jenachdem yi{Q) positiv oder 
negativ ist, und ^2(9) gleich -^(p) oder gleich Null ist, jenachdem yt{Q) 
negativ oder positiv ist, so kann man limJi schreiben: 

limJ, = \im,^\n(fi)/'d9/^ da.e^'^cfiij, o) + {fi^^^^ 



(• T (I 



WO pi und Q2 zwischen Null und y liegen. Somit findet man endlich: 
limÄ=«y*'*rfa/(a)9(a, A) = \im^^^ J^" da f{a)(p{a,h) 

+ \m^ofi9i)/'dQ/^ da e e-'^ q> {(f, a) + lim,=.o (AP2) - fM/'dQ A, (p). 

U T ü 

Das erste Integral rechts hat den Limes Null nach Satz I. Im zweiten ist: 

limg^o/^dp/ doee^^^ipiQ^a) = Umy^^^y rf(xy(a, A), 



T (» 



wie aus der obigen Entwickelung folgt, wenn /"(p) = 1 gesetzt wird, oder 
durch naheliegende directe Umformung. Falls nun 



lim,=o/ ^rfp^iCe) 





bestimmen, dass x(g) ^^' so rasch wie e"^ Null wird. Da im weiteren Verlaufe 

des Beweises der DifPerentialquotient x'(<7) auftreten würde, so ist zu erinnern, dass 
falls x(a) 80 stark oder stärker Null wird als e"^, y!(a) Null wird wie fi(a)x(a), wo 
(i(a) nicht so stark unendlich wird als eine Potenz von x(a) (Annali di Matematica 
von Brioschi und Cremona, IV. Th., pag. 338, letzter Art. der Abb.). 

7* 
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endlich ist, wird das dritte Glied mit / unendlich klein, so dass die ganze 
rechte Seite sich auf das zweite Glied reducirt, in dem /"(pi) gleich f{0) wird. 
Bemerkung. In besonderen Fällen ist der Satz manchmal sehr 
bündig zu beweisen. Z. B. liegt den von Fourier herrührenden Darstellungen 
willkürlicher Functionen die Formel: 

■ lim/rf«A«)^^ = f AO) 



siOti/A 

ZU Grunde, die aus (B.) folgt, wenn (p{x^h) = , oder wenn in Av/(a:Ä) 

gesetzt wird \p{x) = Schreibt man den Limes links 

I do I ^dq f{Q) cos pa , 
so ist er identisch mit: 



n 



0m 

WO y€ äusserst klein, sich alsbald als ^ /"(O) erweist. Für die Sinus-Cosinus- 
reihe findet man den Satz schon bei Riemann (s. d. cit. Abb.). 

7. Fortsetzung. 

Wenn nun auch das allgemeine Problem, für jede Function f{a) den 
Werth des Limes L festzustellen, sich dadurch vereinfacht, dass dieser Limes 
entweder Ly oder divergent ist, so ist die nun aufti'etende Frage : für welche 
Functionen f{a) ist L convergent? kaum ein veniünftiger Vorwurf für mathe- 
matische Speculation zu nennen, weil nur geringe Ueberlegung dazu ge- 
hört, um einzugehen, dass bei der unermesslichen Fülle von Möglichkeiten 
in der Aufeinanderfolge und der Grösse der Maxima von (p (x, h) allgemein- 
gültige Normen für die Darstellbarkeit integrirbarer Functionen, welche nicht 
allein ausreichend sondern auch nothwendig sind, schwerlich existiren, und 
dass vermuthlich jedes darstellende Integral seine eigene Theorie hat. Man 
braucht aber deshalb die allgemeine Untersuchung nicht aufzugeben, sondern 
man muss das allgemeine Problem durch minder unzugängliche Theilpro- 
bleme ersetzen. 

Ich nehme an, man habe für die ganze Classe der darstellenden In- 
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tegrale eine Bedingung iVi gefunden von solcher Beschaffenheit, dcu8 für 
jede Function f{x) die iV| nicht erfüllt, eine Function (p {a, h) gefunden werden 
könne, für die (B.) nicht stattfindet. Ferner möge man für eine engere 
Gruppe der ganzen Classe eine mehr Functionen f{x) als Ni zulassende Be- 
dingung iVj gefunden haben von gleichen Eigenschaften, ebenso für eine 
dritte Gruppe u. s. f. 

Solche Bedingungen würden dann in ihrer Weise den Charakter der 
Noth wendigkeit tragen, nämlich jede collectiv nothwendig sein, für die 
ganze Gruppe, der sie gilt, nicht für alle einzelnen Individuen der Gruppe 
und würden zu einer Classification der darstellenden Integrale führen. 

Dies war der Gesichtspunkt, der meine fernere Untersuchung leitete. 
Ich gelangte nun wirklich zu zwei Bedingungen, eine gültig für die ganze 
Classe der darstellenden Integrale, die andere für eine Unterabtheilung der- 
selben. Aber freilich der Nachweis ihrer Nothwendigkeit, in dem eben er- 
läuterten Sinne, ist mir nicht vollständig geglückt ; wenigstens kann ich nicht 
mehr behaupten, als dass es für jede der ersten jener Bedingungen nicht 
genügende Function darstellende Integrale giebt, die beliebig schlecht con- 
vergiren, ohne dass ich Divergenz an der Grenze feststellen könnte, und es 
eignen sich diese Betrachtungen nicht zur Veröffentlichung. 

Ich habe mir erlaubt, diese Dinge hier zur Sprache zu bringen, ein- 
mal weil sich keine Thatsache dargeboten hat, welche dagegen spräche, 
dass die jetzt mitzutheilenden Bedingungen jenen Charakter der Noth- 
wendigkeit tragen, und weil der strenge Nachweis dieser immerhin merk- 
würdigen Eigenschaft durch einen glücklichen Zufall gelingen kann, zu 
dessen Benutzung aber Vorbedingung ist, dass man wisse, um was es sich 
handelt 



in. Bedingungen für die Gültigkeit der zweiten Hauptformel, im 
Falle ihre Integrale einen bedingt convergenten Limes haben. 

8. Eine erste Bedingung ftlr f(x), die bei allen darstellenden Integralen gilt. 
Da in: 

f'da f{a)(p (a, h) = f'da f (a) (p{a,h) +fda f{a) (p {a, h) 

der Limes des zweiten Integrals immer verschwindet, falls nur f{x) inte- 
grirbar ist, und wie klein b auch sein mag, so kommt es nur auf die Art 
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• . 

und Weise an, wie f{x) sich, von beliebig klein zu denkenden Werthen 
an, der Grenze f{0) nähert. 

Nun ist es klar, dass, wenn f{x) von einem beliebig kleinen Werth 
x=B an in zwei Functionen A(a:)+/2(a?) sich zerlegen lässt, von denen 
die erste, während x von « bis abnimmt, nirgends abnimmt, die zweite 
nirgends zunimmt, und die beide endlich bleiben, die also beide die Di- 
rtcA/efeche Bedingung erfüllen, die Formel (B.) alsdann immer stattfinden 
wird. Die Function f{x) selbst braucht dabei die Dirichlet^che Bedingung 
nicht mehr zu erfüllen, kann also mit unendlich vielen Maximis ihren be- 
stimmten Werth f(0) erreichen. 

Um dies genauer auszuführen, bestimmen wir fi{x) und f^ix) am 
besten so: /i(a?) wächst mit derselben Geschwindigkeit wie f{x)^ wo f{x) 
wächst, und verändert sich nicht, wo f{x) abnimmt, während /i (x) mit der- 
selben Geschwindigkeit abnimmt, wie f{x\ wo f{x) abnimmt, und sich nicht 
verändert, wo f{x) wächst. Es sind dann, dies leuchtet ein, /i {x) und /i (x) 
die am schwächsten zu- und abnehmenden Functionen, in welche man f{x) 
spalten kann. Hiemach ist die allgemeine Bedingung für die Gültigkeit von (B.) : 

Die Function f{x) mms nach> der eben gegebenen Vorschrift in zwei 
Functionen fi{x) + f2{x) zerlegt werden können, die sich endlichen Werthen 
/i(0), ACO) nähern. 

Man kann diese Bedingung leicht analytisch formuliren unter der 
Voraussetzung, dass f{x) im Intervall 0<Zx^e, wo e beliebig klein, 
einen Differentialquotienten hat. Es sei f{x) dieser Differentialquotient 

Denn zerlegen wir f\x) in fi{x)+f!i{x\ wo /v^a?) gleich f\x) oder 
gleich Null ist, jenachdem /"(a:) positiv oder negativ, und fi{x) gleich f'{x) 
oder gleich Null, jenachdem fXx) negativ oder positiv, so werden die 
Integrale 



J^'da fl (a) , J^'da /$ (a) 



u u 



resp. gleich der Summe sämmtlicher Zunahmen von f{x)^ (wenn x von e 
bis Null geht) und sämmtlicher Abnahmen von f{x) sein. Beide Summen 
werden endlich sein, wenn die Summe ihrer absoluten Beträge 

-/'da \f, («) -/^ (a)| = fdamoAr («) 
endlich ist, d. h. wenn das Integral 



P. du Bois^Reymond, Allg. Lehrs. über d. Gültigkeitsbereich d. Integralformeln, 55 



f'daf\a) 





absolut couvergent ist Hieraus folgt der Satz: 
VI. Satz. Die Formel 



lim fda f{a) cp (o, h) = /"(O) lim f°da (p (o, h) 







gilt stetSy wenn dcts Integral 

fdafia) 







absolut coneergent ist, und der Limes rechter Hand eon a unabhängig ist. 

Dies ist die erste Bedingung, die für die ganze Classe der dar- 
stellenden Integrale gilt. Im folgenden Artikel wollen wir eine Bedingung 
aufstellen, die für einen Theil jener Integrale gültig ist 

9. Die zweite Bedingung für fQx^y einer engeren Gruppe darstellender 

Integrale entsprechend. 

VII. Satz. Wenn x(p{x,h) für Q^x^a endlich bleibt ^ auch für 
unendliche Werthe eon h, für x = und endliche Werthe eon h aber «er- 
schwindet, so gilt die Formel (B.) allemcU, wenn das Integral: 

U 

absolut cotif^ergent ist. 

Die den Fowrferschen Darstellungen zu Grunde liegende Function 

sin^^ 
<p (x, h) = genügt z. B. der obigen Bedingung. 

X 

Beweis. Da in: 

f^daf[d)(p{a,h) = P daf{a)(p{a,h)-\'f''daf{a)(p{a,h) 

U f 

der Limes des zweiten Integrals rechts Null ist, so genügt wieder die Be- 
trachtung des ersten. 

Durch partielle Integration folgt: 

fdaf{a)ip[a,h) = ^(e^ h)fdaf{a)^/'da^^^^ 
Nun setzen wir: 



f'dßfiß) ^ xl{x) 



u 
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und nehmen an, dass i (x) sich nach dem Verfahren des Artikels 8 in zwei 
Functionen li{x) + k2i^) spalten lasse, von denen die eine im Intervall 
... £ nirgends wächst, die andere nirgends abnimmt und die endlich bleiben. 
Das zweite Integral rechts wird dann flir den Theil ki{x) von l(x): 







I 



0<|<f, 



nach dem zweiten Mittel werthsatz. Nun ist: 

A A Ä 

Daher : 

J''dal,{a).a^^^^ = A, (0) a(p{a,h)-X^{())f'da(f{tt,h) 



(J 



ü 







+ 1^1 W - ^i (0)1 [ OL(f (of, A) -f'datfia, h)\ 

Führen wir diese Umformung und die ähnliche l^ix) enthaltende 
in die obige Formel flir 

f'daf{a)(p{ct,h) 

ein, und bedenken, dass ihr erstes Grlied rechter Hand: 

<p{^yh)f'daf{a) = f(Ai(£)+A.(£))y(«,Ä) 

ist, so ergiebt sich: 

fdaf{a)q>{a,h)=^l{Q)fdaip{a,h)+\^^^^^ 







u 



+ i(0)lim„^,(xy(a, A). 

In dem Term rechter Hand ist nach der Voraussetzung lim„==ü«y(«5 A) = 0, 
und die Grössen ^y(?, A), §iy(^i,A) sind endlich auch flir A = 00. Also 
bleiben die Klammem [ ] endlich flir A = 00. Die • Klammem 1 1 ver- 
schwinden mit e. Femer ist wegen der Definition der darstellenden Integrale 

\imf,^^fda(p{a,K) = limÄ=«y^ Va y (a, A) , 
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wie klein e auch sei. Endlich hat man: 

k (0) = lim^ ^f'dßm = m , 



lim^,/(0 endlich und bestimmt vorausgesetzt. Aus allem Diesem ergiebt 
sich in der That: 

\\mpdaf{a)<p{a,h) = f {0) lim f' da (p{a,h) 

unter den im Satz aufgestellten Bedingungen. Denn wie im Art. 8 gezeigt 
wurde, ist die bezüglich der Spaltung von 



^^^^ = ^f'^i^f^ 







in k^{x) + l2{x) gestellte Forderang — falls — / dßf{ß) einen Differential- 







quotienten besitzt — immer erfüllt oder nicht erfüllt, jenachdem das Integral 



U ü 



X 





absolut convergent ist, oder nicht Die Function — / dßfiß) hat aber 

X ^ 

einen Differentialquotienten, nämlich diesen 

xf{x)-fdßf(^ 



u 



und damit ist der Satz vollständig bewiesen. 

Der Grösse -jz — f daf{a) lässt,sich, falls f{x) differentiirbar ist, 



dx X 



auch die Form — r/ d<xaf{a) geben. 



Bemerkung 1. Macht man die im Beweis enthaltene Herleitung 
der Formel (B.J ohne Voraussetzungen über (pix^h) und nimmt der Ein- 
fachheit halber X{x) nirgends abnehmend an, wodurch l2(x) = wird, so 
zeigt sich, dass 

für A = oo in eine Grösse übergeht, die mit e verschwinden muss. Daraus 
folgt also, dass wenn lim.,^,,« (p (cf, A) nicht Null ist, 

Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 1 . 8 
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auch nicht Null sein kaun, woraus wieder lim^^limA^x^yC^^Ä) = c» folgt 

Bemerkung 2. Mau kann diese Umformungen fortsetzen, um 
weitere Bedingungen aufzusuchen, indem man in der Formel: 

fdaf{a)<p{a,h) == ip{e,K)fdaf{a)^fda ^"^^q^^^ f 'dßf{ß) 
das zweite Integral rechts weiter so umformt, dass maft die Grösse 



fdafdyfi!/) 



O 



unter dem Integralzeichen erhält, darauf 

f'dafdßfiß) = x')S^\x) 



I) 



setzt, und dann ähnlich wie oben verfährt. Dies flihrt aber zu wenig 
interessanten Ergebnissen, weil die Beschränkungen für (p{x,K) zu gross 
werden. Beispielsweise wllide bei der angedeuteten Operation (B.) nur er- 
halten werden, wenn x^ ^^ ftlr ä = oo endlich bleibt, was schon bei 

(p (Xy h) = nicht mehr der Fall ist. 

X 

10. Vergleichung der beiden Bedingungen der Art. 8 und 9. 
Wir müssen nun noch die Bedingungen der absoluten Convergenz 
der Integrale 



vergleichen. Die Theorie verlangt (Art 7), dass die erste Bedingung in 
der zweiten enthalten sei, und dass die zweite mehr Functionen f{x) zulasse 
als die erste. Es findet auch in der That der Satz statt: 
Vm. Satz. Wenn dcis Integral 



absolut convergent ist, so ist es auch da^s Integral 

Dieser Satz lässt sich aber nicht umkehren. Denn das erste coneergirt eiel^ 
fach nur bedingt, wo das ztoeite unbedingt coneergirt. 
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Beweis. Ein Blick auf 

lelirt, dass k{0) mit f{0) zugleich Null, von Null und Unendlich ver- 
schieden, unendlich ist. Wh- brauchen in der That nur 

zu setzen, um uns davon zu überzeugen. Auch ist leicht zu zeigen, dass 
falls f{x) ohne Maximum seinem bestimmten Werthe /(O) sich nähert, 
Gleiches auch von l{x) gilt. Denn man hat 







und die rechte Seite kann ihr Zeichen nicht wechseln*). 

Falls also f{x) nicht unendlich viele Maxima hat, ist die Conver- 
genz der Integrale: 

fdaf^a), f'dal'^a), 

wenn sie statthat, immer eine absolute, und da nach ausgeführter Integration 
die Grössen /(aj—^CO), Jl(a) — A(0) gleichzeitig unendlich oder nicht unend- 
lich sind, so sind für Functionen f{x)^ die der DtncA/efechen Bedingung 
genügen, beide Bedingungen ganz identisch, und schliessen diese Bedin- 
gung ein: die erste unter Voraussetzung des Differentialquotienten f{x\ 
die zweite ohne diese Voraussetzung. 

Hat nun f{x) bei Annäherung an a; = unendlich viele Maxima, so 
setze man fix)=fi{x)+f2{x)^ wo fi{x) und fo^x) dieselben Functionen vor- 
stellen, wie im Art. 8, fi{x) nimmt nirgends ab, /^(ir) nirgends zu. Setzen 
wir also : l{x) = kl (x) + 12 (x) , 

1 /** 1 /** 







SO gilt nach dem eben Bewiesenen von K\^)i ^U^) Aehnliches wie von 



*) Falls f(jD) zwischen den Grenzen der Integration / daf(ot) = xf(^ keine 



(I 



Maxima und Minima hat und nicht durchweg constant ist, kanu | keiuer der beiden 
Grenzen gleich sein. 

8* 



\ 
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fi{^)i AC^), dasö sie nämlich nirgend zu- oder nirgend abnehmen, und 
wenn /i(0), /^(O) endlich sind, was die Convergenz von: 

rdamoAf\a) = /'"rf«{/2(a)-A («)} 

*0 

nach sich zieht, so ist nach dem Obigen auch l\ (0) und Aj (0) endlich und 
das Integral: 

ldamoAl!{ct) = Jda\'^{a)^X\{a)\ 

ist gleichfalls convergent. 

Aber l\{x) und iC^^x) sind nicht die am langsamsten zu- oder ab- 
nehmenden Functionen, in die man l[x) spalten kann. Denn es sei z.B. 
Xx ein W^rth, von welchem an f{x) bei abnehmendem x eine Strecke sich 
nicht verändert, und wir setzen x^Xx — d. Alsdann ist 

Ki-)-- i;^, = '■''%:Ji''-''' K 0<l<x„ 

Fttr ii, /j gilt genau dieselbe Relation. Wir sehen hieraus, erstens, 
dass K{^) iii der That nicht constant ist, wenn f^ix) es ist, zweitens, dass 
es mit S wächst, weil /i [x) nicht abnimmt und nicht durchweg constant ist, 
während aus dem analogen Grunde [^{x) abnehmen würde. 

Setzen wir also 

^ ix) = l\ (x) + ^2 (^) = ^1 {x) + 1^ (x) , 

wo >li(a!), ^2(0:) die nach der Vorschrift des Art. 8 gebildeten nirgend 
wachsenden und nirgend abnehmenden Componenten von l{x) vorstellen, 
so werden die l mit den /l, /i endlich bleiben und mit dem Integral 

/damoAf {a) wii'd das Integral /da mod /.'(«) convergent sein. Dies wird 

es aber auch ausserdem in allen jenen Fällen sein, wo auch die Äi, A2 CDid- 
lich bleiben. Das ist der eigentliche Unterschied beider Bedingungen und 
damit ist auch der Satz bewiesen. 

i 

Beispiel. Es sei/(a:) = a:sine'. Man hat: 

I 

1-1 

rda f (a) = y "da jsin e ° - — cos e " j . 
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Der erste Tbeil rechts ist absolut convergent, weil die Function endlich 
bleibt. Der zweite geht durch die Substitution « = Tg^ über in 

/* (/acosa 

ein sehr bedingt convergentes Integral. Diese Function f{x) befriedigt also 
die erste Bedingung keineswegs. 
Weiter hat man: 

{) U 

Der erste Theil des Integrals rechts ist derselbe wie oben. Der zweite 
kann geschrieben werden: 



y^rfa^sine^ O^ß.^a, 







und ist also auch absolut convergent. Daher f(x) die zweite Bedingung 
vollständig erfüllt. 

11. Einige Bemerkungen ttber die Functionen, welche der zweiten Bedingung genügen. 
Der Bedingung der absoluten Convergenz von 



B = fäa\l<^-^fäfim\ 







kann auf doppelte Weise Genüge geschehen. Entweder indem beide Integrale 



(I 



für sich absolut convergiren, oder indem die absolute Convergenz von B 
nur durch das Zusammenwirken dieser beiden Integrale zu Stande kommt. 
Beide Möglichkeiten wollen wir durch Beispiele beleuchten. 

Was den ersten Fall betrifft, so ist bekannt, dass ein Integral: 

j„i,.i...t(±)" 

WO /ic = loga:^ ^a: = logloga:, u. s. f., immer absolut convergirt, wenn xi^) 
für O'^x^a endlich , und ^ > 1 ist. Diese Bedingung ist für die ab- 
solute Convergenz keineswegs nothwendig, die vielmehr für beliebig rasches 
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Unendlichwerdeii durch geeignete Fonii der Schwankungen der zu inte- 
grirenden' Function zu Stande kommen kann. Aber bleiben wir hier bei 
jener Bedingung stehen. Wenn wir 

X ' X X 

setzen, so ist 

*/ a I i w, i 



1 
u a a 






a. 



n A /7 (I a, 



Das erste Integral ist nach der angeführten Kegel absolut convergent, wenn 
\f) (x) endlich bleibt , ^ > 1 ist , und das zweite ist es alsdaim a fortiori 

1 i 'U' ( x\ 

wegen l^ >h — ^^^^ besondere Fall, wo f{^x) =^-- — , ^^ <C 1, ist ebenso 

i i 
einfach zu erledigen. Setzt man /„—=—, so vereinigt man diese Fälle in 

dem Satze: 

IX. Satz. Die Bedingung der absoluten Contergenz ton B ist stets 
erfüllt y wenn f{x) sich auf die Form bringen lässt: 

yc^^) 

^ x ^ X X 

in der r eine der Zahlen 0, 1, 2, ... torstellt, .4^>1 ist, und rp{x) für x = 
nicht unendlich wird. 

Man kami dies Resultat auch so ausdillcken, dass die vorstehende 
Function flir /* > 1 stets darstellbar ist durch die zweite Classe von dar- 
stellenden Integralen, sobald nur xff{x) integrirbar ist. Für ,a^l muss 
aber tp{x) neue Bedingungen erfüllen, die weniger einfach sein mögen. 
Wir wollen sie als Beispiel für das Zusammenwirken der beiden Bestand- 
theile des Integrals B in einem besonderen Fall etwas weiter verfolgen. 

Nach dem Bisherigen darf nicht f{x) = -^— gesetzt werden, ohne 

/— 

X 

dass y; (0) = ist. Nehmen wir aber doch an, dass tp (0) nicht gleich Null 
sei, und fügen noch die weitere Bestimmung hinzu, dass 
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/'r 
daf(a) 
;^(a;) 



xios" — 

X 



sei, dass a>>l, und dass /(O) weder Null noch Unendlich sei: so können 
wir aus der vorstehenden Gleichung zunächst / daf{a) bestimmen und 



finden durch Differentiation: 



fix) = c+ r-^^-+^^ 

fj al"— l^ - 



a X 

Die Constante bestimmen wir so, dass: 

f{x) = ri-x^^^xi^. 

XX 

Hierin f{x) = — r- gedacht, wo i^(0) nicht unendlich werden darf, muss, 

X 

wie leicht zu sehen, entweder fi^v+1 sein, oder, wenn dies nicht der 
Fall ist, muss x (^) so altemiren, dass 



^ CO 



alf*— /»' — 

i) et X 



WO das Zeichen oo sich auf das Nullwerden von x bezieht. 
Erstens für ^ = i^ + 1 hat man : 






a X 

Der zweite Theil von f{x) giebt für sich ein absolut convergentes Integral B. 
Wir lassen ihn also fort und setzen einfach: 

dax(a) 



fi \ P' dax(a) 



ü « 

Dies ist somit eine darstellbare Form von f{x)^ die — ^ geschrieben 

l^— 

X 

werden kann , wo v nur > sein muss und rp (0) weder Null noch Un- 
endlich ist, wenn das Nämliche von x (^) gilt- Hier ist die Unbeschränkt- 
heit auf die Function /(o-) übertragen, die nur integrirbar zu sein braucht. 
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Es ist von Interesse nachzusehen, wie bei dieser Form von f(x) 
beide Theile von B zusammenwirken, um die absolute Convergenz hervor- 
zubringen. Es ist: 

a 

« 

Jede dieser Grössen, noch einmal von Null an integrirt, ergäbe im Allge- 
meinen Divergenz. Aber ihre Summe: 



1 p''_daxW 



ist offenbar das Argument eines absolut convergenten Integrals. 
Was die Form: 

für verschiedene Werthe von v betrifft, so ist sie nur nöthig flir <C ^ ^ 1, 
Während sie für i^>>l, da ja vorstehende Form auch . geschrieben 

X 

werden kann, nach dem Obigen überflüssig ist, weil in 

/(^) = — T' ^>^^ 

X 

%f){x) nur integrirbar zu sein braucht. 

Wir wollen zum Schlüsse noch die zweite Möglichkeit ins Auge 
fassen, dass nicht fi^v+1 ist, dass aber x{^) ü^ der geeigneten Weise 
altemirt, um die Gleichheit 

/'dayCa) i 

— ^^— r 
alf— ly — 

t) a X 

ZU bewirken, und wollen v = 1 annehmen. 

Setzen wir z. B. ;f(a) = sin(>(a), und führen — statt x ein, so 
haben wir die Bedingung: 



X 



J 



CKJ 



alogf'a /»'(x) 
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ZU erfüllen. Nun sei p(— ) = p[(a) = ^, ä = P(t), so geht das Inte^al 

über in: 

/^ dtBmT F(T) 

wo wir annehmen können, dass der Factor von sinr nur abnimmt Alsdann 
kann dieses Integral auf Grund des zweiten Mittelwerthsatzes gleich: 

gesetzt werden, wo /f für t^ = oc endlich bleibt. Für Tj seineu Werth Qi(x) 
gesetzt, wird wegen P\qi{x)) = , der vorstehende Ausdruck: 



Es soll also sein: 



Q\ix)xlf(X) l(X) 

Setzen wir beide Grössen einfach gleich, und bestimmen (>i(^), so folgt: 
unter Fortlassung eines Zahlencoefificienten. Daraus ergiebt sich: 



P(«) = ^-^'i^ 



und 



a I 






C>J 



1 

Im Falle ^ = 1 ist p («) = / — • Es folgt also, dass für jeden positiven 
Werth von fi 



1 

* da^inP-f" — 



n 



.)=/ 



1 



auf die Form f'- gebracht werden kann , wo y/ (x) für a? = endlich 



X 



bleibt, und dass diese Form von f{x) der zweiten Bedingung der Darstell- 
barkeit genügt. 

Journal för Mathematik Bd. LXXDL Heft 1. 9 
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Aus der Art der Anwendung des Mittelwerthsatzes folgt, dasB in 
dieser Form von f{x) der sinus ersetzt werden kann durch jede Function x(^)) 
für welche das Integral 



u. 



für beliebig grosse, auch unendliche Werthe der (positiven) Grenzen end- 
lich bleibt. 

12. Ueber die Form obiger BediDgungen fttr die Gültigkeit der Formel (G.) 

der Einleitung. 

Was die Bedingungen flir die Darstellbarkeit durch Formel (C.) der 
Einleitung, einer Function f{x) in einem Intervall A...B betrifft, so mnss, 
je nach der Beschaffenheit von ip{x,h) eine der beiden obigen Bedingungen 
für jeden Punkt des Intervalls erfüllt sein. D. h. es muss für jeden Werth 
Ä^x^.B die absolute Convergenz eines der Integrale 

erwiesen werden. 

Tübingen, im April 1874. 
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Zur Theorie der Eulerachen Zahlen. 

(Von Herrn Stern in Oöttingen.) 



1. 

JJie Secantencoefficienten, oder wie ich sie im Folgenden nach dem 

Vorgange Raabe^ und Anderer nennen werde, die jBti/erschen Zahlen, lässt 

1 2 

man gewöhnlich dadurch entstehen, dass man oder auch — — in 

eine nach aufsteigenden Potenzen von x geordnete Reihe entwickelt. Setzt 
Man ^ . ^, = P^ nnd 

e' + e'^ 



t—X 



„ . E,x* E,x* E,x' 



i.2 ' 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 ' 

80 ist allgemein E^ die n^ Eulef%ehe Zahl und JS« = (-Ij'^F'^CO). HeiT 
Seherk hat aus ziemlich verwickelten combinatorischen Betrachtungen*) 
bewiesen, dass allgemein £2* niit der Ziffer 5 und £2*+! niit der Ziffer 1 
schliesst. Ein zweiter Satz, den er angiebt, jedoch nicht beweist, besteht 
darin^ dass allgemein £'2*4.2— ^^2* mit den Ziffern 380 und £2*+! —£2*-! (sor 
bald * >> 1) mit 460 schliesst. Ich werde im Folgenden nicht blos diese 
beiden Sätze aus einfachen Betrachtungen ableiten, sondern zugleich zeigen, 
dass sie nach zwei Richtungen nur der Anfang einer weiteren Reihe von 
Sätzen sind. Man kann nämlich diese beiden Sätze so aussprechen, dass 
man sagt: man zerlege die Reihe der £«i/erschen Zahlen in zwei Reihen, 
so dass die eine die Zahlen J?3, £5, J??, ..., die andere die Zahlen E^^ E^^ 
JSe? • • ' enthält, dann wird jede dieser zwei Reihen die Eigenschaft haben, 
dass wenn man nur die letzte Ziffer jedes Gliedes berücksichtigt, die erste 
Differenzreihe, und wenn man nur die zwei oder drei letzten Ziffern be- 
berttcksichtigt, die zweite Differenzreihe Null ist. Es wird sich nun er- 
gaben, dass erstens Aehnliches wie bei den drei letzten Ziffern auch bei 
einer grösseren Anzahl von Endziffern stattfindet, und dass zweitens diese 
Eigenschaften nicht auf die J^tiierschen Zahlen beschränkt sind, sondern in 
ähnlicher Weise bei unzählig vielen anderen Reihen • stattfinden. 



*) IVäthematische Abhandlungen von Dr. H. F. Seherk, p. 22—24. 
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2. 

Man kann sich die £ti/erschen Zahlen in einer Weise entstanden 
denken, die von der oben angegebenen nur wenig verschieden ist, aber den 
Vortheil bietet, dass man nicht nur Eigenschaften dieser Zahlen, die man 
aus verschiedenen, mitunter verwickelten Betrachtungen gefunden hat, aas 
einem einzigen einfachen Gesichtspunkte ableiten und andere bis jetzt 
nicht bekannte Eigenschaften auf demselben Wege finden kann, sondern 
dass sich auch zugleich der enge Zusammenhang der £ti/erschen Zahlen 
mit unzählig vielen anderen Zahlenreihen zeigt. 

Wenn man nämlich die Differentialquotienten von Fx nimmt, so 

sieht man, dass sie allgemein, indem man ( ^rT^-x ) = * setzt, in der Form 

enthalten sind, wo, wie ich, um Missverständnisse zu vermeiden, ausdrück- 
lich bemerke, die Zahlen 2i» und 2i»+l hier und im Folgenden, sowie alle 
dem a angehängten Indices, niemals Exponenten bedeuten, und die sämmt- 
lichen a kein x enthalten, sondern bestimmte Zahlen sind. 

Die aus den Gliedern aj, a[, al ti. s. w. bestehende Reihe soll im 
Folgenden durch (a^) bezeichnet werden. 

Setzt man a: = 0, so verschwindet F^"+^a? für jeden Werth von n, 
F^^'x geht in (—l)"«^" ttber, es ist also E^ = a\ Indem man aber F'*+*aj 
aus F^'^'^^x ableitet, findet sich sofort a^"+* = a'""^^, mithin auch 

Die Reihe (a*) fllr & = , oder kürzer die Reihe (a) enthält also die auf- 
einander folgenden £w/crschen Zahlen und nur diese, jedoch kommt jede 
dieser Zahlen doppelt vor. Die in den Reihen («0? (02) u. s. w. enthaltenen 
Zahlen kann man Eulersche Zahlen höherer Ordnung nennen, so dass die 
Reihe {aj) die Zahlen der Ordnung &+1 enthält 

Es wird zur p]rläuterung des Folgenden dienen, wenn ich hier die 
ersten Differentialquotienten entwickelt darstelle, wobei ich zur Abkürzung 

= A, = B setze. Man hat 



e' + c-' ^ e«— c--* 
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Fx = A, 
F'x = -B, 

P'x = -^(1-2«), 
F'x = Ä(5-6»), 
F*x = ^(5 -28« +24»'), 
F'x = -B(61-180«+120«'), 
F«x = -^(61 -662« +1320»' -720*'), 
F'x = 5(1385-7266«+ 10920a' -5040»'), 
F^x = ^(1385-24568»+83664»'-100800»'+40320»*) 
und mithin, wenn die römischen Ziffern die oberen Indiees andeuten: 
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I 


II 


m 


IV 


V 


VI 


VII 


vin 


• 


(a) = 


1 


1 


5 


5 


61 


61 


1385 


1385 




(o.) = 





2 


6 


28 


180 


662 


7266 


24568 




(«.) = 











24 


120 


1320 


10920 


83664 




c«j - 

















720 


5040 


100800 




(«4) - 























40320 





U. 8. W. 



3. 



Indem man F*"^^x aus F^'x und F^+'a? aus f^'+'aj ableitet, ergeben 
sich sofort die zwei Gleichungen 

(1.) <^+* = (2r+l)^-+(2r+2)a^;., 

(2.) a?»+' = 2r.a;lt'+(2r+l)a?-+'. 

Hieran knüpfen sich folgende Bemerkungen: 

a) Es ist al'-^^+al' durch 2r+2 und a?'+'-a?"+* durch 2r theilbar, 
auch ist al'+'-al'+i und aJ-+'+o?!.t* durch 2r+l theilbar. 

b) Die Reihe (a,) erscheint zuerst in der Entwickelung von F'^x 
und zwar in dem letzten Gliede a'/i''. Von den Gliedern dieser Reihe 
kann also erst aj." nicht Null werden, während alle vorhergehenden Glieder 
Null sind. 

c) Aus der Gleichung (2.) folgt 

ar = 2r.a^L-l' + (2r+l)ar', 
nun ist o''~' = 0, mithin a'' = 2r.o'!^*. Ebenso folgt aus Gleichung (1.) 

ay+' = (2r+l)a^ 



J 
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Da nun ai = 2, so ist öJ = 2.3, «5 = 2.3.4, allgemein aj'^ = 2.3...2r, 

«J''+' = 2.3...2r(2r+l), sobald r^l. 

Ist also 2r+l eine Primzahl gleich p^ so hat man nach dem 
H^t&oftschen Satze 

flp:} ^ —1 modp 

und zugleich 

ä^^i ^ moip. 

d) Man kann immer aj*+* als die Summe einer Reihe von Ausdrücken 
darstellen, welche nur die vorhergehendein Glieder der Reihe (a^) mit ge- 
wissen ganzen positiven Zahlen multiplicirt enthalten. 

Man schreibe nämlich zur Abkürzung die Gleichung (1.) symbolisch so: 

wodurch man also andeutet, dass a/*'^^ die Summe der mit gewissen ganzen 
Zahlen multiplicirten Zahlen a^" und al\i ist. Setzt man nun nach Glei- 
chung (2.) 

all, = ia'r\ alll'), 
so hat man 

a^-*-» = {al% a^-S «^l^*). 

Indem man dann wieder 



setzt, mithin 



und noch 



setzt, so hat man 



Jln—^t ( ^n—1 Jln—l ^'n— 1\ 



«^"+' = («?-, aj—, a'r\ a'r", '»"i^")- 
Indem man durch Fortsetzen dieses Verfahrens die oberen Indices von 
ör+1? ör+2 ü. s. w. immer mehr vermindert, fallen diese Glieder zuletzt ganz 
weg, und es bleibt mithin für a'^^* ein Ausdruck übrig, welcher nur mit 
ganzen positiven Zahlen (oder Null) multiplicirte Glieder der Reihe (a^) 
enthält, und zwar als höchstes Glied a^". 

Man hat also die symbolische Gleichung 

(3.) a^+* = (ö^a^-^...ai). 
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Durch dieselbe Betrachtung findet man 

(4.) * «^ = («^n^a^l^...ö,Lo 

und 

(5.) a'r' = {al\a'r\...al). 

Setzt man r = und berücksichtigt die oben gefundene Beziehung 
a"* = a'»-', so geht (3.) in 

über, nun ist a^ = 1, also sind alle Glieder der Reihe (a), d. h. die £tf/erschen 
Zahlen, ganze positive Zahlen. Nun folgt aus (4.) und (5.), dass, wenn 
alle Glieder der Reihe (a^_i) von aJlL7^ an ganze positive Zahlen sind, 
während die vorhergehenden Null oder ganze positive Zahlen sind, die» 
auch bei der Reihe (a^) von o^* an der Fall sein muss. Da dies nun bei 
den Gliedern der Reihe (a) wirklich von a* an stattfindet, so ergiebt sich 
daraus, dass die Glieder der Reihe (aO von a] an und allgemein alle 
Glieder jeder Reihe (a^) von aj!' an ganze positive Zahlen sind , während 
die vorhergehenden Glieder, wie oben schon bemerkt ist, sämmtlich Null 
sind. Aus den Gleichungen (1.) und (2.) folgt dann weiter, dass die Glieder 
jeder Reihe beständig wachsen. Nur die Reihe (a) macht insofern eine 
Ausnahme, als hier a^* = a'""'. Hierduich geht (1.) in 

(6.) a"^' = a''-^+2ö^ 

über, es wachsen also die Glieder mit ungeradem Index und, was dasselbe 
sagt, die Glieder mit geradem Index, d. h. die Euler^chen Zahlen wachsen 
beständig. Aus (1.) und (2.) ergiebt sich noch femer: ist a^" gerade oder 
ungerade, so ist auch a'**^* gerade oder ungerade, und ist aj*+* gerade oder 
ungerade, so muss auch a^""^^ gerade oder ungerade sein. Je nachdem also 
das erste Glied einer Reihe (a^), welchcB nicht Null wird, nämlich aj% 
gerade oder ungerade ist, sind überhaupt alle folgenden Glieder gerade 
oder ungerade: Nun ist a* = 1, a^ = 1, also sind allgemein alle Glieder der 
Reihe (a) ungerade; ist aber r>0, so ist a^'^ = 2.3...2r, also alle Glieder 
aller auf die Reihe {a) folgenden Reihen gerade. 

Da mithin a]" (sobald n > 0) eine gerade Zahl ist, so folgt aus (6.), 
dass wenn a^""* von der Form 4Är+l ist, auch a^"+^ von dieser Form sein 
muss. Nun ist a^ = 1 , also sind sämmtliche Glieder der Reihe (a) , d. h. 
sämmtliche £ti/erschen Zahlen, von der Form 4Ar+l, wie schon Herr Syl- 
vester aus minder einfachen Betrachtungen gefunden hat*). 

*) Comptes RenduB T. 52 p. 212. 
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Amu (Z> fffl^ 



— Ä^-rt 



ond aiu '6.I 



^ o*""»-»— a*«+i 



aUo 






mjriiin 



6 

^„^.^^ -^^tg^K d. h. £^,-2£,+i durch 3 theilbar. Nun ist £, = 1 

TOB der Fois Slt-^1, also JS, von der Form 3Är+2 und flberhaupt E^ von 
der Form Sk-r^ ^^i ^^^^ ^^^ Form 3k +1^ keine ftifersche Zahl ist also 
durch 3 dMÜhar. Da zugleich jede dieser Zahlen von der Form 4ft+l ist, 
80 folgt da» E^^12k+b oder = 12k +1^ je nachdem m gerade oder un- 
g^ade HL JedenMLs ist mithin JS.-f £»+i durch 3 theilbar, und zwar, wie 
sich leichi ans (6.) ergiebt, 

4. 
Retrachtet man die aus (1.) und (2.) folgenden Ausdrücke 

(7.) al*+' = 3a?'+4«4", 
(ß.) t^' = 4^*-'+ bat-', 
aiM welchen 

folgt, 80 ist mithin 

<i^-+* = 3ar+16«I-' mod 10, 

oder, da Si"' eine gerade Zahl ist, 

al"+» = St^+al'-' mod 10. 
Femer ist 

«1" = 2a'— '+3al"-', 

und, indem man ai""' = 2a'"~*+ So*""' setzt, 

aliK> 

(9.) o'-' = 5a'"-'+ai"-' mod 10 
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und 

(10.) ar = 2aT'+3a'r' mod 10, 

femer 

a^-M ^ Qa'r^+ lOaJ-' = a]""' mod 10. 

Da nun a} = und a? = 6, so folgt, das» überhaupt af"^* mit Null und 
«!*■*■' mit 6 schliesst Nun folgt aus (10.) 

demnach schliesst aj* mit 8 und aj*^^ mit 2. 

Die Reihe (a,) hat also in Beziehung auf die letzte Ziffer ihrer 
Glieder eine viergliedrige Periode, indem je vier aufeinander folgende Glieder 
af"^\ af +^ af +^ at*+* bezüglich mit 0, 2, 6, 8 schliessen. 

Aus (9.) folgt 

a^+' = 5a**+*+ar^ mod 10, 

schliesst also a**^' mit 1, so muss, nach dem oben Bewiesenen, a**^^ mit 
5 schliessen. Ebenso folgt aus 

a«+* = 5a**+^+«t*-'' mod 10, 

dass a^'^^ mit 1 schliesst, wenn a**^^ mit 5 schliesst. Da nun a^ = 1, so 
folgt, dass überhaupt a**+^ mit 1, a**+^ mit 5 schliesst, d. h. die jBii/erschen 
Zahlen schliessen mit 1 oder 'mit 5, je nachdem sie in der Form fij^+i oder 
Ein enthalten sind. Verbindet man dies mit dem oben (§. 3) bewiesenen 
Satze, nach welchem E.2n^i in der Form 12&+1 und Ej^ in der Form 12Är+5 
enthalten ist, so folgt, dass Ä2«fi = 60A+l und £2, = 60ä + 5. 

Beträchtet man statt der £fi/erschen Zahlen die Reihe (a), so kann 
man sagen, dass auch diese Reihe, wie die Reihe (ai), in Beziehung auf 
die letzte Ziffer ihrer Glieder eine viergliedrige Periode hat, welche aus 
den Ziffern 1, 1, 5, 6 besteht. 

5. 

Aus der Gleichuug (8.) folgt weiter, da a]"~' eine gerade Zahl ist, 

al" ~ 4ai-* mod 10, 

demnach schliesst oj* mit 4 und aj*^^ mit Null. Aber auch af ^* und aj*^* 
schliessen mit Null. Ist nämlich nachgewiesen, dass bis zu einem be- 
stimmten n die Zahlen aj, a^...a^'''^ sämmtlich mit Null endigen, dass die» 
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femer bei den Zahlen der Reihe {a^ von oj bis al*^* und bei den Zahlen 
der Reihe {a^ von a\ bis a*"^^ der Fall ist, so findet dies auch noch statt, 
wenn man n+\ statt n setzt, also allgemein. Aus 

folgt 

mithin schliesst aj"^^ mit Null, sobald dies bei aj"^^ der Fall ist. Aus 

folgt ferner 

a^+' = oj" mod 10, 
mithin, nach der Voraussetzung, oj"**^' ^ 0, und da 

so ist auch «?'•+' = 0, mithin, da d^^^ = 7a?+'+ 8aI»-^^ auch al*+' = 0. Da 
femer ai*+* = 8iiJ"^^+ 9aJ*"*^^, so ist auch aj*^* ^ 0. Nun ist wirklich, wenn 
man n = 1 setzt, ai = 0, oj = 0, «3 = 0, «3 = 0, a\ = ...aj = 0; also schliesst 
a]*^' immer mit Null, und alle Glieder der Reihen (oj) und (a*) endigen 
ebenfalls mit Null. 

Wie die Reihe (a) und (a,) hat mithin auch die Reihe (oj) in Be- 
ziehung auf die letzte Ziffer ihrer Glieder eine viergliedrige Periode, welche 
aus den Ziffern 0, 0, 0, 4 besteht. 

6. 

Die eben bewiesene Eigenschaft der Reihen (03) und (04), dass alle 
ihre Glieder durch 10 theilbar sind, lässt sich dahin erweitem, dass Über- 
haupt alle Glieder jeder Reihe (a^-) mit Null schliessen, sobald r > 2. 

Aus der Formel (3.^/ folgt nämlich: 

a) Ist a^" flir ein gewisses n durch eine ganze Zahl p theilbar und 
nicht Null und sind zugleich die vorhergehenden Glieder der Reihe (a^) 
durch p theilbai- oder Null, so ist auch a^""*"* durch p theilbar und nicht 
Null. Ist zugleich 2r.allX^ durch p theilbar, so folgt aus (2.), dass auch 
«r**^' und mithin auch «^"^^ durch p theilbar ist. Ist 2r.a'!Ll* für jedes • 
durch p theilbar, so sind mithin alle Glieder der Reihe (aj von a^** an durck 
p theilbar und nicht Null. 

Als specieller Fall folgt hieraus: 
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b) Ist «'*• für ein gewisses n durch eine ganze Zahl p theilbar und 
nicht Null, sind zugleich die vorhergehenden Glieder der Reihe (a^) durch 
p theilbar oder Null und ist aj!L"I* für jeden Werth von n durch p theilbar, 
so sind auch alle Glieder der Reihe (a^) von a^** an durch p theilbar und 
nicht Null. 

Nun ist im Vorhergehenden bewiesen, dass die Glieder der Reihe 
(flj) sämmtlich durch 10 theilbar sind, man setze daher zunächst r--l = 3. 
Sobald aber r^4 ist, schliesst 0^*^= 1.2. 3.4.5... 2r (§.3) mit Null, 
wiüburend die vorhergehenden Glieder der Reihe (aj Null sind. Aus dem 
eben Bewiesenen folgt also zunächst, dass die Glieder der Reihe (a^) von 
o« an ganze positive Zahlen sind, welche mit Null schliessen und, indem 
man dieselbe Betrachtung fortsetzt, dass überhaupt alle Glieder aller Reihen, 
von aj!" an, ganze positive durch 10 theilbare Zahlen sind, sobald r^3. 

Setzt man r = 5, so ist 2r.aj!Ll[^ = 10ai"+^ für jedes n durch 100 theil- 
bar, zugleich ist a^, sobald r ^ 5, eine durch 100 theilbare Zahl, während 
die vorhergehenden Glieder der Reihe (a^) Null sind, mithin sind nach a) 
alle Glieder der Reihe (as) und nach b) alle Glieder jeder Reihe (aj, 
sobald r^5, durch 100 theilbar. Ebenso folgt, dass alle Glieder jeder 
Reihe (a^), sobald r ^ 10, durch 1000 theilbar sind, und allgemein sind alle 
Glieder jeder Reihe (a^) mindestens durch 10*"+' theilbar, sobald r ^ 5m. 

Nach Gleichung (2.) ist für den Modul r, wenn aj!*+* e= , auch 
«;*+' = 0, und nach (1.) ist a^''+' = 0, wenn «?•+' und al^f = sind. Nun 
ist wirklich a^+' = 1.2...2r+l = 0, während a^/^S al'^2' u. s. w. gleich Null 
sind. Hieraus folgt zunächst al'"^'^ ^ und a^^i^ ^ 0. Daraus wieder, 
nach (1.), a^-"' = und a^^i' = 0, also auch «^ * = 0, a^V = 0, und indem 
man so fortfährt, ergiebt sich, dass überhaupt sämmtliche Glieder der 
Reihen (a^) und (a^+i) durch r theilbar sind. Ebenso findet man, dass dies 
auch bei den folgenden Reihen der Fall ist, und kann also allgemein 
sagen: die sämmtlichen Glieder der Reihe (a^) und aller folgenden Reihen 
sind ^0 modr. 

Denmach ist jedes Glied der Reihe (aj) und aller folgenden durch 2, 
der Reihe (03) und aller folgenden durch 2.3, allgemein, jedes Glied der 
Reihe (a^) und aller folgenden durch 1.2...r theilbar. 

Man kann ebenso zeigen, dass alle Glieder der Reihe (aj mit un- 
geradem Index und alle Glieder aller folgenden Reihen durch 2r+l theilbar 
sind, da nach (1.), wenn a^'+*^0mod2r+l, auch aj:;.i^0 mod2r+l und 

10* 
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in der That dj.^^^ ^ mod2r + l. Demnach sind auch alle ungeraden 
Glieder der Reihe fa^+O und alle Glieder aller folgenden Reihen durch 
2r+l •2r+ 3 theilbar u. &. w. Es ergiebt sich also namentlich hieraus, dass, 
wenn 2r+l eine Primzahl ist, die ungeraden Glieder der Reihe (a^) und 
sämmtliche Glieder aller folgenden Reihen durch das Product der Prim- 
zahlen 1.2.3. 5... 2r+l theilbar sind. 

Der im Vorhergehenden bewiesene Satz, dass bei den Reihen (a), 
(a,r\ {(h) in Beziehung auf die letzte Ziffer eine viergliedrige Periode statt- 
findet, während bei den folgenden Reihen die letzte Ziffer Null ist, Ittsst 
sich in folgender Form aussprechen: Mau zerlege jede Reihe (a^) in vier 
Reihen, indem man aus den Gliedern der Form fl^+* eine Reihe bildet, 
ebenso aus den Gliedern der Form a^"^^, aj""*^^ »J*"*"*, »o hat jede dieser 
Reihen die Eigenschaft, dass die erste Differenz ihrer Glieder (insofern 
man die Glieder der Reihe (a^) von dem ersten nicht Null werdenden Gliede 
aj.'' an zählt) mit Null schliesst, welches auch der Werth von r sei. 

7. 

In Beziehung auf die Reihe (a,) ist noch weiter zu bemerken, dass 
die Glieder der Form a^ und at*+* durch 4 theilbar sind, die Glieder von 
der Form a\"'^^ und at"+^ aber nur durch 2. 

Ist nämlich für ein bestimmtes n sowohl al" als aj"+* durch 4 theilbar, 
so ist at*^^ und at*^^ nur durch 2 theilbar, wie aus 

folgt, wenn man bedenkt, dass a^^* eine ungerade Zahl ist (§. 3). Ver- 
möge der Gleichung at"^* = 2a*'+'+ 3at"+^ muss also aj"+* als das Doppelte 
der Summe zweier ungeraden Zahlen durch 4 theilbar sein, und dasselbe 
folgt für at"+' aus at"+* = 3al"+*+4a?'+*. Nun sind a'l und a{, da sie Null 
sind, wirklich durch 4 theilbar, also ist der Satz allgemein richtig. Zugleich 
folgt, dass at"^* nur durch 4 und nicht durch 8 theilbar ist, und da 4a?^* 
durch 8 theilbar ist, so ist auch «t^^* nur durch 4 und nicht durch 8 theilbar. 

8. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich die bemerkenswerthe That- 

sache, dass die vorletzte Ziffer in cUlen Gliedern aller Reihen eine gerade 

ist (Null eingeschlossen). Für die Reihe (a) folgt dies unmittelbar daraus, 

dass ihre Glieder in der Form 60A+1 oder 60* +5 enthaltwi sind (§.4). 



Sterny zur Theorie der Eulerschen Zahlen. 77 

In der Reihe («j) Bchliessen die Glieder von der Form af mit 8 (§. 4) und 
Bind durch 4 theilbar, also muss die vorletzte Ziffer gerade sein, dasselbe 
gilt von a^^\ welches mit Null schliesst und ebenfalls durch 4 theilbar 
ist Da femer ä^^^ mit 2 und «?•+' mit 6 schliesst und beide nicht durch 
4 theilbar sind, so muss wieder die vorletzte Ziffer eine gerade sein. 

Da al"+' durch 2, mithin 4a''»+' durch 8 theilbar ist, zugleich öj = 1.2.3.4 
durch 8 theilbar ist, so sind alle Glieder der Reihe (o^) und mithin auch 
aller folgenden Reihen durch 8 theilbar (§. 5, a). Nun schliessen in der 
Reihe (oj) alle Glieder mit 4 oder Null (§. 5), also muss die vorletzte 
Ziffer eine gerade sein. Dasselbe gilt von allen folgenden Reihen, da sie 
mit Null schliessen (§. 6). 

9. 
Man hat (§. 4) 

mithin 

Da nun a^*^^ und a^""^ mit derselben Ziffer (1 oder 6) schliessen, welcher 
eine gerade Zahl vorausgeht, so müssen die zwei letzten Ziffern in 6(a^"^*— a^*"^) 
Nullen sein. Dasselbe gilt von 5(ai*'^^-al''"'), da a?"^^ und a'*"^ mit der- 
selben Ziffer (0 oder 6) schliessen. Hieraus folgt 

(11.) a'»+^~ö^«-^ = a^+^-a!--' mod 100. 

Nun ist 






aber 



4(<^"+aJ""') = 16(al"-'+a]"-'; + 20(a^'•-'+a^"-^\ 

also 

a'r^'-a'r' = 3 (0^+«^"'}+ 15 («?"-'+ «^-^} + 20(0^-^+0^"-^). 

Da aber o^""^ und o^""^ mit Null schliessen, so hat man 

a'r-^'-a'r' = 3(al-+a^"-')+15(o?'-'+al'^'} mod 100. 

Da femer von den zwei Zahlen ai*~I und a^"'^ immer die eine mit Null, 
die andere mit 6 schliesst, und bei beiden die vorletzte Ziffer eine gerade 
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ist, 80 achliesst 15 (fl^*"^+ a^"*) mit 90 und mithin ist nach (11.) 
^^•+3-a*«-i = ^«+i_^2„.3 ^ 3(al''+a?"-') + 90 mod 100. 

Femer ist 

(12.) a'*+^-a'»-' = a'-+3_^7»+i^ ^7„+i_ ^7n-i ^ 2(al"+'+al*) 

(nach Gleichung (6.)), also 

(13.) 2(al*'+^+a^-) = 3(o?''+a^-') + 90 mod 100 
oder 

4(a?+'+ar) = 6(a^+a^*-^)+80 mpd 100. 

Da nun von den zwei Zahlen a^ und «i*"^^ die eine mit 2, die andere mit 8 
schliesst, während die vorletzte Ziffer bei beiden eine gerade Zahl ist, so 

ist 5(«l"+ai""') = o0 und daher 

4(al*^'+ar) = a^,-+a?«-^+30 mod 100 
oder 

(14) a?-+a?"-' = 4(ö^^^+ai")-30. 

Andererseits ergiebt sich aus (13.) 

6(ar-^*+al''+') = 9(al"^'+a^)+70, 
und zugleich ist 

6(al''+*+ar+') = a^+*+ar^-'+50, 
also 

^7n+4^^2n+2 = 9 (a^+ »1"^') + 20. 

Zieht man hiervon (14.) ab, so ergiebt sich 

ar+*+ al*'+^- (aj-+ «1«-') = 5 (a?"+'+ a?") + 50 = mod 100, 
also 

al*+*+a^+' = a^^+al"-' mod 100. 

Nun ist öl + aj = 30 , demnach schliesst allgemein at*^^+ af +* mit 30, und 
da a\+a\^ 690, so schliesst allgemein at*+öt"^^ mit 90, d. h. je nachdem 
n ungerade oder gerade, schliesst al*^*+al" mit 30 oder 90. Hieraus folgt 

1 , L , o^ mod 100. 

^4nH-2_^4.-2 _ QqJ 

Geht man von aj = 2 aus, so kann mau demnach nicht blos die letzte 
Ziffer, sondern die zwei letzten Ziffern in jedem Gliede aj* angeben. Diese 
Ziffern sind nämlich (sobald af mehr, als eine Ziffer hat) 

02, 28, 62, 68, 22, 08, 82, 48, 42, 88, 
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worauf sich dann wieder dieselbe Reihe, mit 02 beginnend, wiederholt, und 
zwar bei den Gliedern der Form «?+' die Reibe 02, 62, 22, 82, 42, bei 
den Gliedern der Form aj* die Reihe 28, 68, 08, 48, 88. 
Femer folgt aas (11.) tind (12.) 

oJ-+'-aJ— ' = 60) 

Da nun o} = und a^ = 6 , so werden die zwei letzten Zilfem in «^*+* 
die Periode 

00, 06, 80, 66, 60, 26, 40, 86, 20, 46 

geben, oder die Glieder der Form at*+' die Periode 00, 80, 60, 40, 20 und 
die Glieder der Form a**+' die Periode 06, 66, 26, 86, 46. 

Fem er folgt ans (11.), dass aach E^i—E^ mit 80 oder 60 schliesst, 
je nachdem n gerade oder ungerade ist Da nun £, = 1, £2 = 5, so haben 
die J7«/ersehen Zahlen in Beziehung auf die zwei letzten Ziffem ihrer Glieder 
die Periode 

01, 05, 61, 85, 21, 65, 81, 45, 41, 25, 

während bei der Reihe (a) jedes Paar dieser Endziffern wiederholt vorkommt 

10. 
Aus der Gleichung (1.) folgt 

aj-+' = 9oJ-+10^ 
oder 

al'+'+al' = 10(<^+«^"), 

mithin, da a«" und t^' mit Null schliesst (§. 6), so ist 

(15.) a!r^*-i-al' = mod 100. 
Femer ist 

oder, wenn man für al"+' seinen Werth 7<^"+8ol" setzt, 

ar+^ = 56<^-+64aJ»+9aJ"+', 
woraus 

ar+* = <^"+4(aJ-+aJ"+') mod 100 
folgt, wenn man bedenkt, dass bal''*^' mit zwei Nullen schliesst, und nach (15.) 

(16.) aj-+* = 4' iBod 100. 
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Zugleich ist 

woraus 

(17.) aJ"+*+«'4"+' = 8aJ*'+^ mod 100 

folgt. Ist nun n ungerade, so folgt aus 

da ei* und o^* mit Null schliesst: 

(18.) 0?+^ = 9? mod 100. 
Zugleich folgt aus 

da o^"^^ mit 4 schliesst, 

^2«+3 ^ oJ«+'+20 mod 100; 

da aber e^'^^ mit Null schliesst und eine gerade Zahl vorausgeht, so 
folgt aus 

auch 

(19.) «?+* = <^+*-7oJ-+' mod 100 

und aus der Verbindung dieser zwei Ausdrücke fttr o^**"^^ 

Addirt man diesen Ausdruck zu (17.), so findet man 

aI*^^+>i?+'+oJ''+*-ar+' = 20 mod 100, 

da Iba]"^^ mit zwei Nullen schliesst. 
Nun folgt aus (16.) 






mod 100. 



Demnach ist 

(20.) ar+^+«r+« = 20 mod 100, 
femer nach (15.) 

aJ-^'+ai"^' = 0, 
also 

(21.) ai-+^-ai"+^ := 20. 

Geht man also von at = aus, indem man it ^ 1 setzt, so ergiebt sich, dass 
die Glieder der Form of in Beziehung auf die zwei letzten Ziffern die 
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Periode 

00, 20, 40, 60, 80 

haben. Zugleich folgt aus (20.), wenn man mit al = beginnt, dass die 
Glieder der Form aj*^^ in Beziehung auf die zwei letzten Ziffern die Periode 

00, 80, 60, 40, 20 
haben. 

Bisher wurde n als ungerade angenommen. Ist n gerade, so folgt 
aus (18.) 

dies fuhrt, mit (19.) verbunden, zu 

m 

oder nach (16.) 

woraus mit Rücksicht auf (17.) folgt 

aber zugleich nach (15.) 
also 

sobald diese Differenz überhaupt aus mehr als zwei Ziffern besteht Be- 
ginnt man nun mit « = 2 und geht demnach von aS = aus, so zeigen die 
Glieder von der Fonn af+^ in Beziehung auf die zwei letzten Ziffern eine 
Periode, wenn man diesen Ausdruck hier brauchen will, bei welcher nur 
zwei Nullen als Schlussziffem vorkommen, und ebenso ist es bei den Zahlen 
der Form aJ*+\ 

Aus (16.) folgt dann weiter, dass die Glieder der Form aj*"*"^, wenn 
man von &=1, also 03 = 720 ausgeht, in Beziehung auf die zwei letzten 
Ziffern die Periode 

20, 40, 60, 80, 00 

und die Glieder der Form a}*, wenn man von & = 1, also öJ = ausgeht, 
in Beziehung auf die zwei letzten Ziffern eine Periode haben, bei welcher 
nur zwei Nullen als Schlussziffern vorkommen. Nun ist 

mithin haben die Glieder von der Form o^^*, wenn man von «5=0 aus- 

Jouraal för Mathematik Bd. LXXDC. Heft 1. 11 
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geht, die Periode 

00, 60, 20, 80, 40 

und die Glieder von der Fonn af'^^ , indem man von a] = 5040 ausgeht, 
die Periode 

40, 80, 20, 60, 00 

in Beziehung auf die zwei letzten 'Ziifeni. 

Nun wurde oben gezeigt, dass a]*^^ ^aj^^'mod 100 oder al"'*"'^ai*"*"^+20, 
je nachdem n gerade oder ungerade ist. Daraus folgt, dass in dem bisher 
gebrauchten Sinne die Glieder der Form oj*"^^, von al = angefangen, die 
Periode 

00, 20, 40, 60, 80 

haben und die Glieder der Form at*^\ von al angefangen, eine Periode, 
welche nur aus den Schlusszüfem 20 besteht. 
Aus 

ö^+^ = 4ar+'+5ar-^' 
und 

a^«+i = 5a]*+6ai'' 
ergiebt sich 

a^+^ =. 4aI'*+^+25ar+30^\ 

Da nun a^ mit Null schliesst und a]"" mit oder 4, welchen eine gerade 
Zahl vorausgeht (§. 5 und §. 8), also jedenfalls 25a2'* ^ mod 100, so ist 

«•'•+' = 4ai''+*modl00. 

Aus den oben (§. 9) flir «1*+* und al*^^ gefundenen Perioden ergiebt sich 
also in Beziehung auf die zwei letzten Ziffern die Periode 

00, 20, 40, 60, 80 

für die Glieder der Form aj*+^, von a^ = an gerechnet , und die Periode 

24, 64, 04, 44, 84 

für die Glieder der Form af, von oj = 24 an gerechnet. 

Vereinigt man das im Vorhergehenden bewiesene Verhalten der zwei 
letzten Ziffern in den Gliedern der Reihen (a), (aO, (oj), (flb), (04) mit der 
Bemerkung, dass in der Reihe {a^) und in allen folgenden Reihen die 
sämmtlichen Glieder mit zwei Nullen schliessen (§. 6, b), so ergiebt sich 
daraus ein dem am Ende des §. 6 ausgesprochenen Satze analoger, nämlich: 

Wenn man jede Reihe (a^) in der dort angegebenen Weise in vier 
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Reihen mit den allgemeinen Gliedern 0*"+^ a^"^', a^''"*^ aj''^* zerlegt, so 
liat jede dieser vier Reihen die Eigenschaft, dass jedenfalls die zweite Diffe- 
renz ihrer Glieder (insofern man die Glieder, welche zwei oder mehr Ziffern 
enthalten, berücksichtigt), welches auch der Wertli von r sei, mit zwei 
Nullen schliesst, während dies mitunter schon bei der ersten Differenz der 
Fall ist 

11. 
Man kann diese Betrachtungen auch auf die drei letzten Ziffern aus- 
dehnen. Zunächst kann man zeigen, dass 

^2»+3_^2n-i ^ al"+^- a^-^-f 200 mod 1000, 

sobald al""'"^— a^"^ drei oder mehr Ziffern enthält. Man hat nämlich da (§. 9) 

2(a'"+'--a'"-0 = 10(a''*+'-a''-')+12(al"+^-a]'-'). 
Nun schliesst a*""^^— a^**"^ mit 80, wenn a^""^^— a^""^ und also auch (Glei- 
chung (11.)) «1*^^— al**"^ mit 60 schliesst (§. 9). Man nehme daher an, es 
schUesse a^+'-a'"-^ mit &.10'+60 und aY^^'-aT^ mit /. 10^60, wo & und 
/ kleiner als 10 sind, so schliesst mithin 10(a^^'— a'""*) mit 800; femer ist 
12(al"+'-al»-^) = 2/. 10^+720 für den Modul 1000, also 

10(ö^«+>-a'«-3).H2(ar+'-i^'»-') = 2/.10'+520 mod 10^ 
mithin 

2(a'»+^-a'»-0 = 2k. 10'-M20 = 21. 10^+520 mod 10^ . 
oder 

(&-/)10' = 200 mod 10^ 

also &— / = 2. Dasselbe Resultat ergiebt sich aus der zweiten möglichen 
Annahme, dass a^""*"^— a'**~^ mit 60 und also ai^^^— al""^ mit 80 schliesst 
Man hat also allgemein 

&.10' = /.10'+200 mod 10^ 

womit der Satz bewiesen ist 

Da (nach Gleichung (12.)) a'^'+^-a'"-* = 2(al»^'-hö^), so folgt hieraus 
weiter 

(22.) «!'•+'- al"-^ = 2(al-+'4-a^)-200 mod 10^. 

Nun schliesst a^'^'^+a]'' mit 30 oder 90, je nachdem n ungerade oder ge- 
rade (§. 9); je nachdem das eine oder das andere stattfindet, nehme man 
daher an, dass al'^+'+al" mit *.10'+30 oder mit *.10'-f90 schliesst Man 

11* 
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liat also im ersten Falle 

^7n+i_^2,-3 ^ (2&-2)10'+60 mod 10^ 

Tind im zweiten 

a'r^'-a'r' = (2*~1)10'+8Ö mod 10^ 

d.h. je nachdem n ungerade oAez gerade, schliesst a?"^*— a^""' mit einer 
geraden Anzahl von Hunderten +60 oder mit einer ungeraden Anzahl von 
Hunderten +80. Jedenfalls hat man 

(23.) {a'r'-aT')'-{a]''-'-a'r') = 21. W mod 10^ 

d. h. die letzten zwei ZiflFem dieser Differenz sind zwei Nullen^ welchen 
eine gerade Zahl (oder Null) vorausgeht, und dasselbe gilt mithin auch 
von der Differenz 

2 (ar+*+ a]""^') - 2 (ai»+ al"-'). 

Benutzt man den in §. 9 für a^^'— a]""^ gefundenen Werth, so findet man 
aus (22.) für den Modul 10^ die Congruenzen 

2(a^-^*+al"^')-200 = 3(a]»+'+a?") + 4(a^^»+'+al«)-(a^^'+o?»-0, 
2(al«+'+ai'*+*)-200 = 3(al'»+*+al"+')+4(a^"+*+dJ''+^)-.(a^-^^+al"+^), 

also auch 

2(al«+'+flJ"+*)-2(a^+*+al»+') = 3(a?^+*+al'-^')-3(aT+'+ a?*) 

+ 4 (a^^-^*- a^) - (^^+^- aT') , 

und wenn man auf beiden Seiten 2(ai*+*+aI"+') — 2(aI*+^+al*) addirt und 
mit 2 multiplicirt : 

4 (al"-^ '+ a'r^') - 4 {a'r^'-\- a'r) = 10 (a?"+*+ a^+') - 10 (al»+ -+ aj») 

+ 8 (a^+*- a,'**) - 2 (a^+'- a^-^. 
Aber 

al"+*- o^*» = 4 (al"+'- a^-') + 5 (a^«+'- o^^-^ , 
also 

8(a^«-H_^2«>j_2(a^+^-al"-0 = 30(a^+'-a^-^)+40(al'-^-a^*-0- 
Nun schliesst (§. 10) o^*"*^^— a^~\ je nachdem is ungerade oder gerade ist, 
mit 00 oder mit 20, also 40 (a'^"^'-- a^^-') mit 000 oder mit 800. Femer 
schliesst (§. 9) al""^^— ö^*""* im ersten Falle mit 80, im zweiten mit 60, also 
30(a^+^-a?*-^) im ersten Falle mit 400, im zweiten mit 800. Mithin ist, 
je nachdem n ungerade oder gerade, für den Modul 10^ 

4(aI"+'+af-^*)-4(ar^'+a?'*) = 10(ai"-^+a^+')-10(a^+'+a^) + 400 
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oder 

= 10(a^-^*+a?"-^')-10(aJ"^-'+aI») + 600. 

Nun schliesst im ersten Falle a^+*+a'*"^' mit 90 und öl^+'+a^ mit 30, also 
10(a^+*4-a^+')-10(al"+'+al") mit 600, während im zweiten Falle diese 
Differenz mit 400 schliesst, da dann öl"+*+a^+' mit 30 und al^'-^'+a]^ mit 
90 schliesst In beiden Fällen zeigt sich demnach, dass die Diflferenz 
4(a^-^^+a^+*)-«4(a^+'+a?") nur volle Tausende enthält, also mit drei Nullen 
schliesst. Vermöge der Formel (22.) ergiebt sich hieraus weiter, dass auch 
2(al*+^— al*''"^— 2(ai""'— a^"*) mit drei Nullen schliesst Also muss 

(al»-^^- irr') ~ («!""- a'r') 

entweder mit 500 oder mit drei Nullen schliessen, sobald diese Differenz 
nicht weniger als drei Ziffern enthält. Nach Formel (23.) ist aber nur die 
zweite Annahme zulässig, also hat man nothwendig 

(24.) 01»+^- al-' = fll»-*-a?»-* mod lO'. 

Da nun a?-a} = 180 und al~a? = 7260, so wird überhaupt al"-'- aj»-* mit 
180 oder 260 schliessen, je nachdem n ungerade oder gerade ist 

Durch Verbindung der Formeln (22.) und (24.) findet man femer 

2(al*+^+aj'*+*) = 2(a^+'+a^) mod 10^ 

und mithin nach (12.) 

sobald diese Differenzen mehr als zwei Ziffern enthalten. Nun ist (nach 

(12.) und (22.)) 

, a'^^^'-a''-' = a^-^^-öl*-'+200, 

also da al**^^— a]*"^'^ 180 oder ^ 260, je nachdem n gerade oder ungerade, 
so wird a^*+^— a'""*, d. h. die Differenz der £i#/erschen Zahlen E^^^—E^ mit 
380 oder 460 schliessen, je nachdem n gerade oder ungerade ist Dies ist 
der in §. 1 erwähnte von Herrn Scherk bemerkte Satz. 

12. 
Diese elementaren Betrachtungen lassen sich sowohl in Beziehung 
auf eine grössere Anzahl von Endziffern, als auch in Beziehung auf die 
£tf/erschen Zahlen höherer Ordnungen fortsetzen. Man wird aber schwerlich 
auf diesem Wege zu einem allgemeinen Gesetze kommen. Dies gelingt 
dagegen, wenn man an die Resultate anknüpft, welche Herr Kummer in 
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einer in diesem Jonmale (Bd. 41 S. 368 ff.) befindlichen Abhandlung ge- 
funden bat, wo in wenigen Zeilen sowohl die Theorie der feri^otiZ/tschen 
als der Ettferschen Zahlen ganz ausserordentlich erweitert worden ist. Diese 
Abhandlung schliesst mit einem allgemeinen Satze, welcher mit der hier 
angewandten Bezeichnung sich folgendermassen ausdrücken lässt Be- 

zeichnet p eine ungerade Primzahl , ist ^ = o ^^^ *^ ^^^ *** Binomial- 
coefficient der Potenz n^ so ist 

wenn k^\n, wo im letzten Gliede immer das obere Zeichen zu nehmen 
ist, wenn p = 4m+3, dagegen, wenn j9 = 4m+l, das obere oder untere, je 
nachdem n gerade oder ungerade. 

Führt man statt E die Glieder der Reihe (a) ein, so kann man diese 
Formel in doppelter Gestalt schreiben, je nachdem man «^ oder a'*"^ statt 
El, setzt Zieht man diese beiden Formeln zusammen, indem man s statt 
2Ä oder statt 2ä— 1 setzt, so erhält man 

1 Prl 

(25.) a*+»^-'>-''SB(-l) ' a'+^'»-^^^''-'>±... + a* = mod p» 

mit der Bedingung s^n. 

Man betrachte zunächst den einfachsten Fall, wenn i» = 1, dann er- 
giebt sich aus (25.) 

(26.) a'+^-'- (-1) ' a' = mod p, 
sobald 8^1. Ist « = 1, so folgt, da a^ = 1, 

a---{-l)~ = E^-.(-l)^ = mod p, 

2 

und femer, wenn man s^p+l setzt, 

a'^-(-l)'^«^+^ = £^-(-.l)'"^£,^^ = £,-(-ir^ mod p, 

2 

d. h. jBp = 1 mod p *). 



*) Dies folgt übrigens auch aus der Eulerschen Formel (Inst. calc. diff. §. 226) 
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Nun ergiebt sich aus (26.), indem man s=p setzt, 
a'^'-{-lf^a^ = oder E,^,^ -(-l)"^£^+i = moA p. 

Ist also j9 = 4f»+l, so heisst dies 

^2(p-,) ^^ = E^, =1 mod p, 

ebenso findet man, wenn man « = 2/? setzt, ^3(p-i) ^ 1 und allgemein 

^t(p^o ,. = 1 mod p. 

2 "•■ 

Ist dagegen p = 4iw + 3 also Ep^i = — 1? so findet man allgemein 

~2~ 

13. 
Es lässt sich nun leicht zeigen, dass die Gleichung (26.) auf die 
£«/erschen Zahlen jeder Ordnung ausgedehnt werden kann, d. h. man hat 
allgemein 

(27.) K-^^'- (-1) ^ K = mod p, 

sobald 8^1. 

Gilt nämlich diese Congruenz für ein gewisses r, so muss sie auch 
für r+1 gelten. Man betrachte zuerst die Glieder der Reihe a^^.i mit ge- 
radem Index. Da nach Formel (1.) 

(2r + 2)a^;i = a^»+^-(2r+l)öJ% 
so ist auch 

(2r+2) [allV"'- (-iy~a%,] = aj»+^- (-l)^aJ«+^-(2r+l) [a^/+^-^-(-l)^^ "aj«]. 

Nun soll, nach der Voraussetzung, der a,uf der rechten Seite stehende Aus- 
druck (fUr den Modul /?) =0 sein, also gilt dies auch von dem auf der 
linken Seite stehenden. Jedes Glied der Reihe («r+i) ist aber durch r+1 
theilbar (§. 6), ist also p ein Factor von r+1, so ist jedes Glied dieser 
Reihe durch p theilbar; ist dies nicht der Fall, so muss man 

alVr'-{-l) ' all, = ^oA p 

haben, diese Congruenz gilt also allgemein, sowohl wenn p ein Factor als 
wenn p kein Factor von r+1 ist. 



88 Stern, zur Theorie der Eulerschen Zahlen. 

Ferner ist nach Formel (2.) 

also 

(2r + 3) [a%V^^' -^ (-1)'"^ allY] 

es ist also nach dem ehen Bewiesenen der auf der rechten und mithin auch 
der auf der linken Seite stehende Ausdruck = ftlr den Modul p. Nun 
ist jedes Glied der Reihe ö^+i mit ungeradem Index durch 2r-i^3 theilbar 
(§. 6), also auch durch p, wenn dieses ein Factor von 2r+3 ist Im ent- 
gegengesetzten Falle muss man also 

al\V'^^'-'-(-l)^all\' = mod p 
haben, und mithin gilt diese Congruenz ebenfalls allgemein. Es ist dem- 
nach bewiesen, dass sobald die Congruenz (27.) stattfindet, sie auch noch 
gültig bleibt, wenn man r+1 statt r setzt. Da diese Congruenz nun in 
der That fUr r = bewiesen ist, so gilt sie allgemein für jedes r. 

Aus dieser Congruenz folgt unmittelbar, dass wenn a* = mod p, 
auch aj"^^* = sein muss. Nun ist, sobald r>0, jeder der Ausdrücke 
a\y al, ... al"^^^ Null, also sind auch ö/*, ajP^', ... al"'^^"'^ sämmtUch =0, 
und indem man diesen Schluss fortsetzt, findet man, dass überhaupt, wenn 
k irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, die Ausdrücke aJ^-^>+^ bis 
^(p_i)^.2r-i gämmtlich (ftlr den Modul p) =0 sind. 

Wenn man in (27.) s+p—l statt s setzt, so folgt 

^^+^(P-i) - (-^1) ^ a'+p-^ = a';^'^^-'^ - (-1)^' «r = mod p, 
und indem man so fortfährt, findet man allgemein 

*^ 
(28.) <+*^-'>-(-l) ' ' a; = mod p. 

Hieraus Hessen sich viele einzelne Theoreme ableiten. Setzt man z. B. 
5 = 2, r = 1, so ist a] = 2 und daher 

^2+H^-i) ^ 2 oder = (-1)*2, 

je nachdem p = 4m+l oder =4/»+ 3. 

14. 
Setzt man « = 2« und 2n+k{p—l) = 2n', so wird (28.) 

^7n+*(P-i) = (-1) 2 aV" mod p 
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Odler 



-..(#-Ji) 



d.li. 

(-l)*a^ = C-lför-' mod p. 

In dem besonderen Falle, wenn r = 0, giebt dies 

(29.) {-ITE, = (-irE,, mod p. 

In dieser Form hat Herr SpleeHer dies^i speciellen Satz, jedoch in allge- 
meinerer Weise, ohne Beweis gegeben*). Nach ihm ist nämlich 

(-1)"JS. = {-lY'E,, mod p'-^S 

wenn 2ii— 2»' ein Vielfaches von (p— l)p* ist, woraus also (29.) fllr i = 
folgt. Der allgemeinere Satz bedarf aber der Beschränkung, und lässt sich, 
soweit er richtig ist, leicht an die Formel (25.) anknüpfen. Diese Formel, 
sowie die daraus abgeleitete Formel (26.) beruht nämlich auf dem Fermat^chen 
Satze , nach welchem a^^ ^ 1 modp^ wenn a nicht durch p theilbar ist 
Nimmt man aber statt der Primzahl p die Potenz p*+* und benutzt den ver- 

aÜgiämeinerten Förmafcchen Satz, nach welchem a^^"^^' ^ modp***^^, so er- 
giebt sich unmittelbar aus der Atimmerschen Beweisführung die Congruenz 

(30.) a*+(p-')p*-(-l) ^ o* = mody+S 
unter der Voraussetzung dass «^i+l, und hieraus findet man wieder 

Setzt man also s = 2n und 2n+k(p—l)p* = 2n', so erhält man 

n4-Kp-l)p' 
(— l)"a'" ^ (—1) ^ ^^«+*(P-»P' 

oder 

(-lyE, = {-lyE,. mod p'^\ 

Dies ist die Syfoe«/ersche Formel. Ist aber «^t+l, so zeigt dieselbe Be- 
trachtung, dass dann nur die Congruenz 

Kp-i)p' 

^+KP-t)P*_(_l) 2 ^=0 modp', 

also 

(~1)"E, = {^lyE^, mod p* 



*) Gomptes rendos de FAcad. des Sc. T. 52 p. 212. 
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nothwendig stattfindet Ist z.B. p= 3, $ = 2, lr=l, t = 2, also «<:t+l9 
80 ist non m = 1« m' = 10. Nach Herrn Sf/hester mttsste man also haben 

£k) = —Et mod 3'; 

allein es ist £|=1, £io=^ 370371188237525, also E^+E, nnr dnrch 3', 
nnd nicht dnrch 3' theilbar*). 

15. 
Man hat allgemein ftlr jede nngerade Primzahl p 

2af^^ ^ 1 mod p. 

Ist nämlich p = 3, so ist i^ == 2, also 2iii = 1 mod 3. 

Ist pl>3 nnd man setzt in Formel (1.) 

80 folgt 

a' , = (j»-2)«ä+(p-l)«] 



2 2 2 

mithin, da. wie (§. 13.^ gezeigt wnrde, af = 0, sobald r ^ 1, so hat 

l/i-2)a;zJ+(/i-l)ap* = 0. 

J 2 

Da femer 



f§. 3). so ist 



a^lä = ^ — ^ oder 2a^J = 1 mod p. 



Ist mithin p = 5. so ist 2a\ ^ 1 : ist /i >> 5, so findet man ebenso 

2 2 

mithin 

^~ p-2>-4— 2.4 
nnd demnach, wenn p = 7. 2i^ ^ 1. 



* Die BedingoDg s-^i+i ist jedenfalls erfUlt, wenn man «=p^ sctit; je 
pz=4m^i oder r=4M + 3. ist also naeh (30.) 

a^'^^^ay oder af^^'+af^ = mod |>»*S 
d.b. 

£y^i^i+£^.^. = mod p'-\ 
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G^ht man auf diese Weise fort, so findet man 

V^H — ^1 — 2.4...(p-3) ^ ^^ — 2.4-(p-3) » 

also allgemein 

(31-) 2ar' = l oder ar' = ^^^ 
Aus Formel (6.) folgt dann weiter 



•j1 • 



mithin da a' = (-l) ' (§. 12): 

öP-^+1 = (^1)'"^, 

d. \l rf^^ = oder =—2, je nachdem p=^4m+l oder 4fii4-3. Dasselbe 
gilt also auch von rf^^ Setzt man nun in (260 Air $ den Werth p — 2, 
wodurch man 

erhält, so findet man, wenn p=4m+l: 

^^(P-D-i ^ mod p, 

und indem man so weitergeht, ergiebt sich in diesem Falle allgemein 
^i»(iH-i)-i = Q^ Igt aij^r p = 4fii + 3, also oT''^ = — 2, so findet man 



k. 



p-1 



wofür man auch 2(— 1) ^ schreiben kann. Setzt man Ä(p— l) = 2ii, so 
sagt dies: es ist i?» = oder =(— 1)'*2 für den Modul p, je nachdem 
p = 4m+l oder 4f»+ 3, Auch diesen Satz hat Herr Syleester (a. a. O. p. 163), 
ohne Beweis, in der allgemeineren Form ausgesprochen: wenn &(p— l)p* = 2», 
so ist E^ = oder =(— 1)''2 für den Modul p'^\ Ich habe schon oben 
ttber diese Verallgemeinerung und ihre Beziehung zu dem einfachen Satze 
gesprochen. 

Es Hessen sich auf demselben Wege noch viele einzelne Sätze ab- 
leiten. Z. B. folgt aus Formel (2.) 

cfT"^ = 2flr-H3ar', 
also nach (31.) 

dar^ = ^ oder ^+4 mod p, 

12» 
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je nachdem p = 4m+l oder »4f}i+3. Ferner folgt ans (L) 

mithin da a? = (§.13), so ist 8ar' = -3, ebenso folgt aus (2.) 

or ' = 4or'+ öor', also 24iir' = 96ar'+120iir*, 

mithin ergiebt sich aus den yorhergehenden Congruenzen 24d^^ ^ — 5 oder 
40ii5~^ = — 51, je nachdem /i = 4m+l oder =4fii-f3. 

16. 
In derselben Weise, wie oben die specielle Formel (26.) auf die 
Etf/erschen Zahlen höherer Ordnung ausgedehnt worden ist, kann dies auch 
bei der allgemeinen Formel (25.) ausgeführt werden. Man hat nämlich 
ftlr jedes r 



(32.) fl'+"CP-i)_»g3(_i) 2 a*/^--^)^'^-'>+... + aJ = mod p% 

wenn s^n. Da diese Formel för r = in die Formel (25.) ttbergeht, so 
braucht man nur zu zeigen, dass sie noch für r+1 gttltig ist, wenn sie bis 
zu einem gewissen r gilt 

Man setze wieder zuerst s = 2k, dann hat man nach Formel (1.) 

(33.) l _, ^2*-|.l+n(p-l)_ n^ (_l^"2~ ^i+H-(«-l)(p-l)^ , , . ^ ^%+l 

- (2r +1) [c^,*+"ö>-i)_ nJB (- l)^aJ*+(--o(P-i) + . . . + a?] . 

Es wird nun angenommen, dass der auf der rechten Seite des Gleichheite- 
Zeichens stehende Ausdruck durch p' theilbar ist, also muss dies auch bei 
dem auf der linken Seite der Fall sein. Ist nun r+1 nicht durch p theil** 
bar, so folgt daraus von selbst, dass man 

(34.) ö',*,V^^>-««S(-l)^a.'*^Ji^''-^>^'> + ---^ = mod /i» 

hat Diese Congruenz muss also auch dann noch gttltig bleiben, wenn 
r+1 durch p theilbar ist Es ist nämlich zu bedenken, dass yermöge der 
Formel (1.) der Ausdruck aj"+^— (2r+l)aJ" immer durch 2 (r+1) theilbar 
ist, was auch n sei. In der Gleichung (33.) wird also der Rechts stehende 
Ausdruck immer durch 2 (r+1) theilbar sein, auch wenn statt jp irgend eine 
andere Zahl gesetzt wird. Wenn daher dieser Ausdruck unter der Voraus- 



I 
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Setzung, dass p eine Primzahl ist, durch j9" theilbar ist, so bleibt diese 
Eigenschaft auch, wenn man ihn erst durch 2(r+l) dividirt, mithin ist auch 
der Ausdruck (34.) in jedem Falle richtig. Ist s = 2*+l, so hat man nach 
Formel (2.) 

(2r + 3) [«J!S*+-ö'-i)«'.5g (_ l)^aJH;i-'^'*"'^^'^± . . . + ^mj 

1 «r:? 

« 

Kach dem eben Bewiesenen und der Voraussetzung ist der auf der rechten 
Seite stehende Ausdruck, auch wenn man ihn erst durch 2r+3 dividirt, 
durch j9" theilbar, mithin hat man in allen Fällen 

(35.) aJ^S^+'^ö-D^ngg (_j>^ V^2h.i+(«-i)(p-i) + . . . + ^%+i _ q mod p\ 

Die Formeln (34.) und (35.) zeigen daher, dass die Formel (32.) auch noch 
gttltig bleibt, wenn man r+1 statt r setzt, und daher allgemein richtig ist 

17. 
Eine ähnliche Betrachtung wie die, aus welcher die Formel (25.) ab- 
geleitet ist, die sich auf die ungerade Primzahl p als Modul bezieht, giebt 
einen wesentlichen Ergänzungssatz, der sich auf die Zahl 2 als Modulus 
bezieht. 

Setzt man nämlich e*'+ e~*' = z, so ist c"+ c~* = a'— 2 und 

2 1 



Fx = 



~2 



Man hat daher 






nun ist 



m m 



also 



und 



ü,00 ^ 



Am m 



Am m 
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Femer ist 

1.2...2* ~ 1.2...2* 

tmd 

Am m 

(-l)*a» = F**(0) = ££-''^.2\h+myK 

_ 1^ 0,00 

Hieraus folgt 

(36-) { h m m 

= ££ -"» 2* (A + »f [1- (A + m)»T. 

^ 1,» 0,00 ^ / L ^ / J 

Nnn ist von den zwei Aasdracken A + m und 1— (A+m)^' immer einer dnrch 
2 theilbar, die Doppelsamme ist also durch 2^ oder durch 2*^ also jedenfiills 
durch 2" theilbar, sobald 2iir^fi. Man hat mithin auch 

a'*-*»(-iya'*+''±..-+(-l)-*a'*+'"' = med 2", 
sobald 2k^nj oder 

(37.) a^+^-''»(-iya'*^-*<*-^>'±.-.±a'* = mod 2", 
d. h. also 

(38.) i5*+n.-"»(-l)'£:.+(n.i).+*Ä£*^.(,-2).±---±i5* = mod 2\ 
Das Zeichen des letzten Gliedes ist Hier wieder, wie in §. 12 zu bestimmen^ 
so dass man immer das obere Zeichen nimmt, wenn t ungerade, dagegen 
wenn t gerade, das obere oder untere, je nachdem n gerade oder ungerade. 
Da man in (37.) auch 2ft— 1 statt 2k setzen kann, so kann man statt 
dieser Formel auch schreiben 

(39.) a*+'-^-»S(~l)V+'^*-'>'±...±rf = mod 2r. 
Ebenso wie (36.) könnte man auch die Formel 

(-l)*ö'*+"i(-l)*+'a'*+''+*»(--l)*"'''a'*"'*'+--- + (--l)*'^»^"^'^ 

(4U.) ( h m m 

= S£ -'*» (A+ mf [1+ (A + »f ]" 

1,00 (),«) ■ 

entwickeln, aus welcher sich ebenso ergeben würde 

rf+'"'+*S(-l)'rf"»-'^*-'^'+-- + (-l)"'rf = mod 2% 
oder 

iB*+^+'*95(-l)'£*+(n-i)e+-+(-l)"'£t = mod 2^ 
Verbindet man diese Formel mit der Formel (38.) durch Addition und Sub- 
traction, so ergiebt sich daraus weiter, dass 
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und 

Alle vorhergehenden Formeln lassen sich nun wieder auf die £tiJerschen 
Zahlen höherer Ordnung übertragen. Namentlich findet man durch Wieder* 
holung des früher angewandten Verfahrens 

(41.) o^''^~"»(-l/aJ-*^^-^^>' + ... + a; = mod 2\ 

Man kann nämlich wieder sagen, ist diese Formel bis zu einem gewissen 
r richtig, und man betrachtet zuerst die Glieder der Reihe a*^^ mit geradem 
Index, so ergiebt sich, unter Benutzung der Gleichung 

{2r+2)al\., = aj*^*- (2r+l)a?* 
der Ausdruck 

wo nun s eine gerade Zahl ist. 

Hieraus folgt zunächst, dass der auf der linken Seite stehende Aus- 
druck = mod 2* ist Es ist aber femer zu bemerken, dass der auf der 
rechten Seite stehende Ausdruck durch 2r + 2 thellbar ist, was auch n sei. 
Zwischen der Zahl 2r+2 und der Zahl n findet also gar kein Zusammen- 
hang statt; die Eigenschaft, dass der auf der linken Seite stehende Ausdruck 
durch 2" theilbar ist, hängt nur von n ab, dieser Ausdruck wird also auch 
noch durch 2* theilbar sein, wenn man ihn durch 2r+2 dividirt hat, und 
daher auch 

(42.) o',fr--i(-l)'<?^"-^^'±--±a^i.i = mod 2". 

Mit Hülfe der Gleichung 

al^V = 2(r+l)oJ*+H(2r+3)a^V 
schliesst man alsdann hieraus weiter, dass die Gleichung (42.) auch dann 
noch ihre Gültigkeit behält, wenn s eine ungerade Zahl ist. 

18. 
Bezeichnet wieder p eine ungerade Primzahl und setzt man 2t ^p —1, 
so geht die Formel (41.) in 

oj+-o-i)-.-SB(^l)^oJ-^(»-mi-i) + ...±flj = mod 2» 
über. Verbindet man daher diese Formel mit der Formel (32.), so er- 
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gieht sich daraus der Satz : Wenn p eine ungerade Primzahl ist und zugl^eh 
9^n, so hat man 

Eine besondere Beachtung verdient der Fall, wenn man p = 5 setzt; dann 
folgt nämlich, dass 

fttr den Modul 10^. 

Nun ist aber dieser Ausdruck nichts Anderes als das allgemeine 
Glied der n^^^ Differenzreihe der Reihe 

K a^* a;+* ... 

Beginnt man also mit dem Gliede, bei welchem zuerst s^n, und bildet dlA 
vier Reihen 



aj+^ a;+' a;+' 
a;+' a;+' a*+^" 



• • 



• . . 



. t • 



• • • 



0*+' «;+' aj^" 

80 hat jede dieser vier Reihen die Eigenschaft, dass spätestens in der n^^ 
Difiierenzreihe jedes Glied mit n Nullen schliesst, während dies in einzelnen 
Fällen schon bei einer früheren Differenz stattfinden kann. Berttcksichtigt 
man also nur die letzten n Ziffern in den einzelnen Gliedern dieser Reihen, 
so kann man sie als Reihen betrachten, deren n^^ Differenzreihe NuU, oder, 
was dasselbe sagt, deren («— 1)*® Differenzreihe constant ist, wenn dies nicht 
schon bei einer früheren Differenzreihe der Fall ist. Sobald man also die 
letzten n Ziffern einer genügenden Anzahl der ersten Glieder dieser Reihen 
kennt, kann man daraus die letzten n Ziffern aller folgenden Glieder durch 
dieselbe allgemeine Formel finden, welche die Glieder einer Reihe mit con- 
stanten Differenzen angiebt 

Die i?tf/erschen Zahlen aller Ordnungen gehören also zu einer eigen- 
thttmlichen noch nicht beachteten Gattung von Reihen, welche ein Zwischen- 
glied zwischen den Reihen im Allgemeinen und den Reihen mit constanten 
Differenzen bildet, indem hier die Differenzen nicht absoltU constant sind, 
sondern nur relativ, so dass nämlich für die letzten n Ziffern von einem 
bestimmten Gliede an spätestens die (n—l)^ Differenzreihe constant ist. 

Betrachtet man namentlich den Fall, wenn r = ist, wodurch man 
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% 

also auf die einfachen Eti/erschen Zahlen zurttckkommt, so fallen hier, yon 
den vier Reihen, wegen o^**"^ = a^** immer zwei zusammen, oder, mit anderen 
Worten, man hat die JE^nierschen Zahlen nur in zwei Reihen 

El JBa £5 ... 

E2 E\ E^ . • . 
zu zerlegen. 

Setzt man « =^ 2, so folgt aas 

a, = E, = 1; 06 = £3 = 61; 010 = ^5 =50521..., 

wenn man nur die zwei letzten Ziffern herttcksichtigt, dass die erste Differenz 
constant = 60 ist ; es ist also überhaupt, wie schon oben auf anderem Wege 
gefanden worden ist (§. 9.), i52m+ i—^am-i = 60 und daher allgemein, insofern 
man nur die zwei letzten Ziffern berücksichtigt, von m = 1 an 

E^m-^l = I+6O1II. 

Ebenso findet man aus 

o, = JB, = 5; 07 = JB* « 1385; a» = JB« = 2702765, 

insofern man nur die zwei letzten Ziffern berücksichtigt, jB2„.4.2— JB2„. = 80 und 

E,„, = 5 + 80(m-l) 
von »1 = 1 an. 

Setzt man i» = 3, so würde aus dem Obigen nur folgen, dass in Be- 
ziehung auf die drei letzten Ziffern die dritte Differenzreihe Null ist, allein 
in diesem Falle findet dies schon bei der zweiten statt. Beginnt man nämlich 
mit Oy^E^^ so zeigen die oben angegebenen Werthe von £27 E^, £«, dass 
die erste Differenzreihe E^ — E^^ JEg — £4 . . . , insofern man nur die drei letzten 
Ziffern berücksichtigt, constant ist und den Werth 380 hat, wie schon früher 
(§. 11.) gefunden wurde, und daher in diesem Sinne allgemein 

E^^ = 5 + 380(w~l) 

ist, und ebenso findet sich 

£2m+i = 61+460(m-l) 
von »1 = 1 an. 

Berücksichtigt man nur die sieben letzten Ziffern, so findet man 

£,=61, £5=50521, £7 =-9360981, £9= ••9675441, £„=••• 3137901, 
£,3 = ... 3892361, £,5 = •• • 3682821, E,, = •• 1453281 
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und 

E, = 5, £4 = 1385, Eo = 2702765, JE« = •• • 1512145, E,^ = -. 8237525 

E,, = . *. 7086905, £,♦ = •• 5468285, E,e = - 4789665 *). 

In Beziehung auf die sieben letzten Ziffern wird hier die sechBte 
Differenz constant, wie es nach unserer Theorie sein muss, und zwiEur ist 
sie bei der ersten Reihe =4000000, bei der zweiten 800000, und man 
findet allgemein, insofern man nur die sieben letzten Ziffern berücksichtigt, 

E2m^^ = 61+50460'^'8+926000"»"-^SÖ+1744000'^^» 

+ 400000 "^'i + 1 600000 ^'-'i + 4000000 ^' », 

E,^^2 = 1385+2701380"-^»+6108000'"-'»+1808000"-'» 

+ 2400000"»-'»+ 800000 '"-'8 

Yon m = 1 an. 

In derselben Weise kann man auch bei den £ti/erschen Zahlen 
höherer Ordnungen jede Anzahl von Endziffern allgemein bestimmen. So 
findet man z. B., indem man nur die vier letzten Ziffern berttcksichtigt, aus 

at = 28, a? = ...4568, al' = ...9108, ar=.-.1648, ar = ...0188 

die Formel 



ar = 28+4540(m-l)+8000 '"""^''^"^3''^'"^ 



von m = 1 an. 



*^ Die letzten sieben Ziffern fUr E,^, £,,, £,, habe ich selbst berechnet, die dbrigen 
sind aer oben aogefhhrten Abhandlung von Herrn Scherk entDommen. 

Göttingen, im Juni 1874. 
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Erzeugnisse, Elementarsysteme und Charakteristiken 

von cubischen Raumcurven. 

(Von Heitn Rudolf Sturm in Darmstadt.) 



Uorch sechs Punkte im Räume ist bekamitlich eine und nur eine 
oabische Raomeurve möglich; durch fünf Punkte gehen oo^ durch vier 
Punkte oo^ cubische Raumcurven; mit den Systemen der Raumcurven dritter 
Ordnung durch fünf, beziehungsweise vier feste Punkte wollen wir uns im 
Folgenden beschäftigen und unter Gurve schlechthin wird im ersten Theile 
jederzeit eine cubische Raumcurve durch die fünf, im zweiten Theile eine 
solche durch die vier festen Punkte zu verstehen sein. 

Erster Tbeil. 

1. Die fünf festen Punkte seien Ai^ ^29 ^39 A^^ Asj unbestimmt ^^^ 
insgesammt A^, ihre zehn Verbindungslinien 0^^ und ihre zehn Verbindungs- 
ebenen ttoi* 

Es gieht {durch A^) bekanntlich nur eine Curve o^, welche eine beliebige 
Gerade a zweimal trifft; die Gesammtheit aller Cureen {durch A^), welche a 
treffen, ist eine Fläche fünfter Ordnung F^, welche die a^ doppelt enthält, hin- 
gegen die Gerade a einfach ^J; denn auf jeder Fläche zweiten Grades durch 
a und a^ giebt es eine einzige Curve, welche durch A^ geht und a einmal trifft. 

Die Geraden a,^ gehören dieser Fläche F^ an; denn z. B. ai2 wird 
durch den Kegelschnitt durch -^3, -^4, ^5, welcher a,2 und a trifft, zu einer 
erzeugenden Curve der Fläche ergänzt. 

Geht a durch einen der Punkte A\ so erzeugen die Curven, welche 
sie ausserhalb dieses Punktes nochmals treffen, den Kegel zweiter Ordnung, 
welcher denselben zur Spitze hat und durch a und die vier andern A^ geht 

Daraus ergiebt sich, dass die Fläche F^ die Punkte A^ bu dreifachen 
Punkten hat. 

2. P wird von einer zweiten Geraden a' in fünf Punkten getroffen; 
also giebt es fünf Cureen {durch A^), welche a und a' treffen. Die Schnitt- 
curve der beiden Flächen F^, welche beziehungsweise zu a^ a' gehören, 

*) Vgl. Reys, Zeitschrift f. Math, und Phys., Bd. XIDL, S. 526. 

13* 



100 Sturm, Er!teugni$$e, Elementargysieme u. CkarakterutUien o. cub. Raumcuroen. 

kann, weil dnrch jeden Punkt des Raumes nur eine Curve geht, nur aus 
erzeugenden Curven beider oder Theilen von Bolchen bestehen : sie setzt sich 
aus den 10 Geraden Onc und den eben genannten fünf Curven zusammen. 
Liegen a und a! in einer Ebene a^ so giebt es nur noch vier Curven, 
welche beiden und zwar in getrennten Punkten begegnen. Sind sie un- 
endlich nahe in o^ so befinden sich unter denselben zwei unendlich nahe 
Curven, von denen jede a und a' in zwei getrennten Punkten trifft und 
welche, wenn a' mit a zur Coiucidenz kommt, in die Curve a^ sich ver- 
einigen, welche a zur Sehne hat; die beiden andern Curven treffen a und 
a' in unendlich nahen Punkten, d. h. berflhren a auf o. Oder: die Ebene a 
schneidet aus der Fläche Py welche zu a gehört, ausser a noch eine Curve 
vierter Ordnung, die der a ausser in den beiden Doppelpunkten (a^ a^) noch 
zweimal begegnet; in diesen Punkten berührt a Curven, welche die F^ erzeugen. 

Die Berührungspunkte der Cureen {durch A^)^ welche eine Ebene a 
berühren^ erzeugen einen Kegebchnitt IP^). 

3. Liege nun a wieder ausserhalb a; die a zugehörige JF* trifft den 
Kegelschnitt IP^ welcher zu a gehört, in zehn Punkten; die Curren (durch 
A^) aUOy welche eine Ebene a tangiren, erzeugen eine Fläche zehnter Ord^ 
nung F'^^ Oder es giebt zehn Curven {durch A^), welche eine Gerade a treffen 
und eine Ebene a berühren. 

Die Curven, welche den Kegel zweiter Ordnung fttr eine durch 
einen der A^ gehende Gerade a erzeugen, bilden die Schnitte dieses Kegels 
mit den Flächen eines Flächenbüschels zweiter Ordnung, der**) durch a, 
die vier andern Punkte A^ und irgend einen Raumpunkt gelegt ist. Dieser 
Büschel schneidet in die Ebene a einen Kegelschnittbüschel, dessen einer 



*) Heye, a. a. 0., S. 523. 

**) Ich erlaube mir in einer Note folgende sprachliche Bemerkung beizufügen, 
indem ich oben im Texte von meinem bisherigen Gebrauche, das Wort ,fiUschee' als 
NeutnuD zu behandeln, abgegaogen bin : In seinem deutschen Wörterbuche sagt Wey- 
gand ausdrücklich, dass es nicht Diminutiv sei (ebensowenig wie Aermel, Würfel, 
Knöchel , Gürtel u. a.) , und bezeichnet es als männlich , in den im Wörterbuch von 
Grimm angeführten Stellen ist es (bis auf eine) masculinum. Femer ist überhaupt 
unter den deutschen Wörtern auf «,el^^ die überwiegende Zahl männlich, eine geringere 
Zahl weiblich und — mit Ausnahme derer mit der Vorsilbe Ge — und der von ^theil"* 
herkommenden — die Zahl der entschiedenen Neutra sehr gering: bei einer natürlich 
nicht erschöpfenden Zusammenstellung habe ich gegen 70 männliche, etwa 25 weib- 
liche, ö sächliche Wörter gefunden, die mir nicht aus fremden Sprachen zu stammen 
schienen. Endlich habe ich bei einer anderen Zusammenstellung über den Sprach* 
gebrauch der deutschen Mathematiker bemerkt, dass von denen, die sich für eines 
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Grandpnnkt anf dem von o ans dem Kegel ausgeschnittenen Kegelschnitte 
liegt; folglich wird letzterer von vier Kegelschnitten ans dem Bttschel 
tangirt; d. h. von den Cnrven, welche den Kegel erzengen , bertthren vier 
die Ebene a; folglich wird jede Gerade a, welche durch einen der Punkte 
A^ geht, ausserhalb desselben von F'*^ nur noch viermal getroffen; die PvuHe 
A^ sind demnach auf F^^ sechsfach. Jede der Geraden aat ist auf F^^ doppeU; 
denn es giebt zwei Kegelschnitte, welche z. 6. durch AtA2A^ gehen, a^^ 
treffen und a bertthren; also gehört 045 zu zwei erzeugenden Curven. 

4. Zwei Flächen Jf^" können wiederum nur erzeugende Curven oder 
Theile derselben gemeinsam haben, mithin giebt es 20 Curven, welche »ugleieh 
Bwei Ebenen a und a' tangiren. 

5. Die zu €f gehörige F^" schneidet aus a ausser der Bertthrungs- 
curve K^ noch eine Curve sechster Ordnung, die also durch die dritten 
Schnittpunkte der erzeugenden Curven gebildet wird. In jedem der zwölf 
Schnittpunkte derselben mit IP fiQlt ein solcher dritter Punkt auch auf iT; 
wäre er von dem Berührungspunkt der zugehörigen Curve getrennt, so 
wurden durch ihn zwei Curven gehen, eine schneidende und eine berührende, 
was nicht möglich ist, da durch sechs Punkte nur eine geht Also ver- 
einigt sich in jedem der genannten Schnittpunkte je der dritte Schnittpunkt 
mit dem Berührungspunkt; mithin findet Osculation statt; und da beide 
äussere Punkte bei einer Osculation dritte sein können, so sind die zwölf 
Schnitte sechs Berührungen zwischen den beiden Curven in a; und: Jede 
Ebene a wird von sechs Curven (durch A^) osculirL 

6. Die Tangenten aller Curven durch A^ bilden einen Complex sechsten 
Grades; denn es sei A ein beliebiger Punkt, so liegen alle Curven, welche 
die durch A gehenden Strahlen zu Sehnen haben, auf den Flächen des Ge- 
bttsches zweiter Ordnung durch A^ und A; und die Punkte, in denen ein Strahl 
von der Curve, für die er Sehne ist, getroffen wird, sind seine beiden 
ferneren Schnittpunkte (ausser A) mit der Kegelspitzenfläche vierter Ord- 

der beiden Geschlechter entschieden haben (sehr viele Mathematiker wechseln mit dem 
Oeschlechte dieses Wortes ab, oft nur im Zwischenräume von wenigen Zeilen) die, 
welche das männliche Geschlecht anwenden, die zahlreicheren sind und unter ihnen 
sich Steiner und v. Staudt befinden. 

Hinsichtlich des Wortes „Bündel" habe ich nicht derartige, wie es mir scheint, 
entscheidende Beobachtungen machen können, v. Staudt gebraucht es männlich; von 
örimm wird es nicht entschieden als männlich bezeichnet, Schiller und Göihe haben 
es (nach Grimm) meistens in diesem Geschlechte gebraucht ; Weygand bezeichnet es als 
sächlich; in den Arbeiten der Mathematiker kommt es verbältnissmässig viel seltener von 
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nnng S^ dieses Q^ebUsches. Die durch A gehenden Tangenten unserer 
Gurven bilden demnach den Tangentialkegel aus A an diese Fläche, welcher 
sechster Ordnung ist, weil A ein Knotenpunkt der Fläche ist und an eine 
Gnrve vierter Ordnung von einem auf ihr gelegenen Doppelpunkte nur 
sechs Tangenten gehen ; da durch A auch eine Cur ve geht, so ist die Cmne 
der Berührungspunkte dieser durch A gehenden Tcmgenten eine dureh A 
gehende Raumcurve siebenter Ordnung B\ 

Die fünf Geraden AAi sind Rückkehrkanlen des Kegels sechster Ord-' 
nnng; denn bei der Curve, welche von einer durch eme AAi gehenden 
Ebene aus iS* ausgeschnitten wird und aus der Geraden AAt und einer 
Curve dritter Ordnung besteht, die einander in den Doppelpunkten A und 
Ai der Fläche begegnen, erhält man aus A ausser AAi nnr noch vier Tan- 
genten; die Gerade AAi kann aber von einer Curve durch A^ nur in dem 
Punkte Ai berührt werden (und auch wegen der Beliebigkeit von A nicht 
etwa von einer solchen Curve ein Theü sein); es geht darans hervor, dass 
der Punkt Ai der Bertthrungscurve B^ jedenfalls zweifach zuzurechnen ist, 
also entweder so, dass AAi dieselbe in Ai berührt, was dann bewirkt, dass 
AAi ^^^ Cuspidalkante des Kegels sechster Ordnung ist, oder aber, dass 
die Curve B^ den Punkt A^ zum Doppelpunkte hat. £s wird sich bald 
herausstellen, dass das letztere nicht der Fall sein kann. Der Kegel 
sechster Ordnung wird femer von jeder der zehn Ebenen Aa^ längs der 
Geraden berflhrt, welche A mit dem Punkte verbindet, in der die On^ von 
der Verbindungsebene der drei andern Punkte Ai getroffen wird; denn die 
Ebene ^o^^^ in welcher der Schnitt vierter Ordnung mit S* in vier Gerade 
zerfällt, berührt in jenem Punkte, in dem sich die beiden nicht durch A 
gehenden von diesen vier Geraden durchschneiden, der also kein EjQOten- 
punkt der Fläche S* ist, diese Fläche S*; also trifft auch jede der s^hn Ge- 
raden a^fc ausserhalb ihrer Punkte Ai die Curee B^ und zwar in ihrem Durch- 
gangapunkte durch die Ebene der drei andern Punkte Ai, und B^ tangirt dort 
zugleich die Ebene Aaa,. Die Curve durch A^, der z. B. der Punkt (aia, 
0345) als Berührungspunkt einer durch A gehenden Tangente zukommt, be- 
steht aus der Geraden 012 und dem Kegelschnitte durch AiA^A^ und den 
Punkt («12, «346)7 welcher in letzterem die Ebene (Aa^) berührt: es ist dies 
keine eigentliche Taction, aber wir werden noch wiederholt sehen, dass, 
wenn eine cubische Curee aus einer Geraden und einem sie treffenden Kegel- 
schnitte besteht y jede Gerade , welche durch den Begegnungspunkt m der die 
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Tange^Ue de9 Kegekchmtts m demselben und die Gerade enthaltenden Ebene 
gebogen ut, ab Tangente der Cun^e au betrachten ist. 

7. Die Fläche F^ der Curven (durch ^*), welche die Gherade a 
treffen, wird von der Cnrve B^ ansBer in den auf F* dreifachen Punkten 
Ai und den zehn Punkten, in denen B^ den Geraden a^ begegnet, in 7.5— 5.3— 10 
oder in 7.5 — 5.3.2 — 10 Punkten getroffen, je nachdem die Ai auf B^ ein- 
fache oder doppelte Punkte sind. Da nun bei der Beliebigkeit des Punktes 
A die Curve ß' nicht auf F® liegt, so ist das zweite unmöglich, wodurch 
die obige Behauptung, dass die fünf Geraden AAi dem Kegel des Com- 
plexes sechsten Grades als Rttckkehrkanten angehören, bestätigt ist 

Die fünf Strahlenbündel Ai gehören also diesem Complexe seeihsten 
Grades in der eigenthUmUchen Weise an^ dass auf jedem Complexkegel die 
%u ihnen gehörigen Strahlen Cuspidalkanten sind. 

Fügen wir femer hinzu, dass bei den Cwrten^ welche eine Ebene a 
tangiren, die in a befindlichen Tangenten eine Curve sechster Klasse umh4Uleny 
während die Berührungspunkte, wie oben gezeigt, einen Kegelschnitt er- 
zeugen. 

8. Geht die Ebene et durch einen der Punkte Ai z. B. Ai , so geht 
die Fläche F'", welche von den a tangirenden Curven erzeugt wird, in die 
beiden Kegel zweiter Ordnung über, welche Ai zur Spitze haben, durch 
A^A^A^A^ gehen und a berühren, und eine doppelt zu rechnende Fläche 
der dritten Ordnung, die das Erzeugniss deijenigen Curven ist, welche a 
gerade in Ai tangiren; dieselbe hat die vier Punkte A2A^A^A^ zu Knoten- 
punkten. Wir kommen auf dieselbe nochmals von anderer Seite; hier ist 
sie das abzusondernde Gebilde; das eigentliche Erzeugniss sind die beiden 
Kegel. Der Kegelschnitt der Berührungspunkte zerfällt in die beiden (in 
Ax sich schneidenden) Berührungskanten dieser beiden Kegel. Von der 
Cnrve sechster Klasse sondert sich der Strahlenbüschel um Ai , gebildet von 
den Tangenten der die Fläche dritter Ordnung erzeugenden Curven, natür- 
lich doppelt ab; gehört er ja auch zu dem Cuspidalbündel des Complexes; 
es bleiben zwei Kegelschnitte, jeder einem der beiden Kegel zugehörig, 
d. h. eingehüllt von den in a gelegenen Tangenten der Curven, welche 
diesen Kegel erzeugen. 

9. Weil nach Obigem die einer Geraden a zugehörige Fläche F^ 
der Curve B\ welche von einem Punkte A herrührt, ausserhalb der aa, noch 
in zehn Punkten begegnet, so haben wir folgende Resultate: 



/ 
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Die Curven {durch Ä^)y von denen eine Tangente durch den Punkt A 
geht, erzeugen eine Fläche zehnter Ordnung T^\ Das Sgstem der Tangemtem 
der Curven durch A^^ welche eine Gerade a treffen, ist zehnter Ordnung; in 
No. 3 wurde es schon als von der zehnten' Klasse erkannt. 

Es giebt zehn Curven durch A^, welche eine Gerade a treffen und eine 
durch A gehende Tangente haben. 

Der Kegel zweiter Ordnung, welcher einer Geraden a zugehört, die 
durch einen Punkt -4^ z. B. Ai geht, trifft jede B^ ausserhalb der 4o von 
denen nur Ai auf ihm doppelt liegt, und der vier Geraden a«^ die sich auf 
ihm befinden, in vier Punkten*); was beweist, dass jeder der Punkte Af 
der Fläche T^ sechsfach angehört 

10. Aus dem Ende von No. 6 geht hervor , dass die Geraden a^ 
je zu einer erzeugenden Curve der Fläche r*° gehören; aber da die Curve 
eine zerfallende und die durch A gehende Tangente eine uneigentliche Tan- 
gente ist, so darf nicht ohne weiteres geschlossen werden, dass die Geraden 
Ojit (und die ergänzenden Kegelschnitte) der Fläche einfach angehören. 

Es sei a' eine z. B. a^^ treffende Gerade, so ist die Fläche der Curven 
durch A^y welche sie treffen und zwar im Allgemeinen ausserhalb a^ , von 
der vierten Ordnung, denn die einer beliebigen Geraden a zugehörige Fläche 
F^ wird von a' ausserhalb 045 nur noch viermal getroffen; es hat sich die 
Ebene a„3 abgetrennt, in welcher alle Kegelschnitte des Büschels durch 
AiA2Ai und die Spur von a^ durch 045 ergänzte erzeugende Curven sind. 
Auf der Fläche vierter Ordnung sind demnach a^, aj3, 644 nicht mehr ge- 
legen, Aij .^2, Ai blos doppelt, hingegen ^, A^ ebenfalls dreifach; o^ ge- 
hört derselben doppelt an; sie bildet ja mit dem Kegelschnitt des Büschels 
in a«3, der durch die Spur von a' geht, die doppelte erzeugende Curve: 
der Kegelschnitt freilich gehört, weil er sich auch in «123 befindet, der Fläche 
vierter Ordnung nur einfach an. Die sechs andern Geraden a^t liegen auf 
derselben ebenfalls einfach. Mit der einer andern a zugehörigen Fläche 
fünfter Ordnung hat diese Fläche ausser den sechs einfachen a^ und der 
doppelten a^ noch vier erzeugende Curven gemein, wie es ihrem vier- 
maligen Begegnen mit a entspricht Bringt man nun diese Fläche mit der 



*) Die Tangenten dieser vier Curven erhält man auch so: die Tangenten der 
den Kegel zweiter Ordnung erzeugenden Curven , welche in einer Bertthrungsebene 
desselben liegen, umhüllen einen Kegelschnitt und da zwei Bertthrungsebenen durch A 
gehen, so erhalten wir vier Tangenten. 
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einem Punkte A zugehörigen Curve B^ zum Schnitt, so erhält man ausser- 
halb der a^ 4.7-2.3 — 3.2-2-6 = 8 Schnittpunkte; es giebt demnach acht 
Gurren, welche eine Tangente durch A schicken und der a' ausserhalb a^ 
begegnen; d. h. jette der zehn Geraden Ott ist auf der Fläche T^^ doppelt. 

In der Ordnung, der Vielfachheit der Punkte Ai und der Geraden a^ 
stimmen demnach die Flächen T^'^ und F^^\ welche einem Punkte A, beziehumgs'^ 
weise einer Ebene a zugehören, überein. 

11. Mit Hülfe der Begegnungspunkte der einem Punkte A zuge- 
hörigen Curve B^ mit der einer Ebene a zugehörigen Fläche F"' oder der 
einem andern Punkte Ä zugehörigen Fläche T^\ oder indem man die zu A 
gehörige Fläche T^^ mit diesen beiden Flächen zum Schnitt bringt, erhält 
man nun leicht folgende Sätze: 

Es giebt sowohl zwanzig Cureen (durch A^) , welche zugleich eine Tan- 
gente durch A schicken und eine Ebene a berühren, als auch zwanzig Cureen, 
welches eine Tangente durch A, eine andere durch A schicken. 

Das System der Tangenten der Curven (durch A^), welche a berühren 
(und die Fläche F^^ erzeugen), als auch das System der Tangenten der Cmreen, 
wdehe eine durch A gehende Tangente besitzen (und tue Fläche T"^ erzeugen), 
ist eon der zwanzigsten Ordnung und der zwanzigsten Klasse. 

Das erstere System besitzt in a eine singulare Ebene mit oo^ eine 
Curve sechster Klasse einhüllenden Strahlen, das letztere in A einen sin- 
gulären Punkt mit oo* einen Kegel sechster Ordnung erzeugenden Strahlen. 

Die drei betrachteten Tangentensysteme erhalten aus den Punkten 
A^ Kegel dritter, sechster, sechster Ordnung, nämlich die Anschmiegungs- 
kegel der Flächen F^, F*'', T"' in diesen ihren dreifachen, beziehungsweise 
sechsfachen Punkten. 

12. Die Tangenten der Curven, welche a treffen, in diesen Be- 
gegnungspunkten erzeugen eine ßegelfläche dritten Grades, indem in jeder 
Ebene a durch a zwei Tangenten liegen, deren Berührungspunkte die 
Schnittpunkte der Geraden a mit dem dieser Ebene zugehörigen Kegel- 
schnitte Ä^ sind (No. 2). 

Jede Ebene a durch a enthält noch eine Curve sechster Ordnung, 
welche von den dritten Schnittpunkten der sie (auf Ä^) berührenden Curven 
gebildet wird ; demnach liegen sechs Tangenten von Curven, welche a treffen, 
in a, ohne auf a zu berühren. Alle sechs gehen durch denselben Punkt, 

Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 2. .14 
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nämlich den dritten Sclinittpnnkt der Cnrve a^, welche die Gerade a zweimal 
trifft, weil jede Curve, welche a trifft, aaf einer dnrch a nnd a' gelegten 
Fläche zweiten Grades sich befindet nnd die Sehne (beziehnngsweise Tan- 
gente), welche die beiden ferneren Schnittpunkte mit a verbindet, die zweite 
dnrch a ans dieser Fläche aasgeschnittene Gerade ist, welche durch den 
dritten Schnittpunkt der a^ gehen mnss. Diese sechs Tangenten sind also 
die sechs von diesem Funkte an die Complexcurve der Ebene a gelegten 
Tangenten. 

Umgekehrt, da durch jeden Punkt einer Ebene o eine Curve geht, 
welche eine Gerade in a zur zweimal getroffenen hat gehören stets die sechs 
Tangenten, welche ton einem beliebigen Punkte A einer Ebene a an die Com^ 
plexcurve derselben gehen, sechs Curven zu, deren dritte Schnittpunkte auf 
derselben Geraden liegen, nämlich der, welche die beiden weiteren Schnittpunkte 
rcNi o mit der durch A (und A^) gehenden Curve verbindet. 

Bemerkenswerth ist femer, dass die sechs Tangenten zugleich die 
sind, welche an die von a aus F^ ausgeschnittene Curve vierter Ordnung 
von ihrem Doppelpunkte ausgehen, und dass ihre sechs Bertthrungspunkte 
mit dieser Curve auf einem Kegelschnitte (K^) liegen. Itte beiden leCeten 
Schnittpunkte von beiden Curven sind die Bertthrungspunkte der Ebene a 
mit der F^ oder die Begegnungspunkte der in a gelegenen beiden Er* 
zeugenden der obigen Regelfläche dritten Grades mit der Geraden a. 

Zweiter Theil. 

13. Die SU untersuchenden Curven gehen blas noch durch vier feste 
Punkte AiA2AiA^ (zusammen mit A* bezeichnet). 

Es sei a irgend eine Ebene, A ein Punkt in ihr, jeder Strahl des 
Büschels {a,A) ist Tangente einer in A berührenden Curve durch A^; die 
Curven durch -4* und A, welche eine beliebige Gerade a treffen, erzeugen 
eine Fläche fünfter Ordnung F^, welche A zum dreifachen Punkte hat, so 
dass drei von diesen Curven die Ebene a in ^ berühren. 

« 

Demnach erzeugen die Curven {durch A*), welche a in A behihren, 
eine Fläche dritter Ordnung P. Wenn aber a durch einen der A^ geht, 
so tritt an die Stelle von F^ ein Kegel zweiter Ordnung, für welchen 
A einfach ist; demnach sind die vier Punkte A* Knotenpunkte auf der 
Fläche F\ 

Eine beliebige Gerade a wird von F^ in drei Punkten, der Kegel* 
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Bofanitt IC, welcher einer Ebene «' in Bezug auf die Punkte A\ A (= A^) 
zugehört, in sechB Punkten getroffen: 

Es giebt also unter den Curten durch A^, welche die Ebene a in 
dem festen Punkte A tangiren, drei, welche noch eine Gerade treffen, sechs, 
die eine gegebene andere Ebene a' tangiren. 

Die Ebene a ist eine gewöhnliche Bertthrungsebene von F^ und durch- 
schneidet sie in einer Curve dritter Ordnung, welche durch A doppelt geht 
und durch die dritten Schnittpunkte der die a in ^ tangirenden Curven ge- 
bildet wird. Es folgt daraus, dass zwei Cureen {durch A^) die Ebene a in 
jedem Punkte A osoiliren. 

14. Wir wenden uns zuerst zur Betrachtung der oo' Cmven (durch 
A^), welche eine Gerade a zweimal treffen, und' welche wir genauer die 
Curven {A\ 2a) oder abgekürzt die Curven (2a) nennen wollen, und unter- 
suchen den Complex der Tangenten cMer dieser Cureen. Jede Fläche zweiten 
Grades, welche durch die vier Punkte A^, durch die Grerade a und einen 
Punkt einer unserer Curven gelegt ist, enthält die ganze Curve; legen Mir 
sie also noch durch einen beliebigen Punkt einer Tangente derselben, 
wodurch sie erst eindeutig bestimmt ist, so enthält sie auch diese Tangente ; 
und a und die Tangente gehören auf der Fläche zu derselben Schaar. 
Umgekehrt ist jede Gerade, welche auf einer Fläche des durch A* und « 
bestimmten Flächennetzes [a] zweiter Ordnung zu derselben Schaar wie a 
gehört, Tangente sogar an zwei Curven (2a) ; denn der Fläche selbst muss 
jede solche Curve angehören und auf einer Fläche zweiten Grades giebt 
es durch vier Punkte stets zwei cubische Raumcurven, welche eine gegebene 
Gerade derselben berühren. 

Also ist der gesuchte^ Complex mit demjenigen identisch, der eon den 
mit ,a zu derselben Schaar gehörigen Geraden der Flächen des Netzes [a] ge^ 
bildet wird; dieser Complex ist zweiten Grades, denn sämmtliche Geraden 
desselben, die durch einen Punkt A gehen, sind die Geraden des Kegeis 
zweiter Ordnung, welcher aus A die durch A gehende Curve (2a) projicirt; 
er setzt mit dem linearen Complex der Geraden, welche a treffen und die 
die andern Schaaren der Flächen des Netzes [a] bilden, den Complex dritten 
Grades zusammen, der im Allgemeinen von allen Geraden der Flächen 
eines Netzes zweiter Ordnung gebildet wird. Unser Complex enthält ersicht- 
lich die vollständigen Bündel der Punkte A* und die Geradenfelder der vier Fer- 
bindungsebenen, er ist demnach der bekannte tetraedrale oder Regesche Complex. 

14* 
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15. Es ist im Allgemeinen nicht möglich ^ dass eine Curee (2a) amch 
noch eine beliebige zweite Gertule a zur Sehne habe; beide Geraden a xmA 
a' mttssen, damit sie gleichzeitig von derselben Curve (durch A*) zweimal 
getroffen werden, derselben Fläche zweiten Grades durch A* angehören, 
oder jede von ihnen, z. 6. a' muss zu den Geraden auf derselben Schau 
wie a auf einer Fläche des Netzes [a], also zu dem durch a veranlassten 
Complexe zweiten Grades gehören. 

Die Sehnen der Curven (2a) bilden also denselben Complex zweiten 
Grades, wie die Tangenten; nur ist jede Gerade dieses Complexes Sehne 
von oc' Curven (2a), deren Begegnungspunkte mit ihr eine Involution 
bilden, Tangente hingegen nur von zwei, welche in den Doppelpunkten 
dieser Involution berühren, 

Die Gerade a, aus welcher der Complex abgeleitet ist, scheint in 
demselben eine singulare Stellung einzunehmen; sie ist Sehne fttr alle 
Curven und Tangente für oo\ Sei a' eine zweite Gerade des Complexes; 
so giebt es nur oc' Curven, welche a und a gleichzeitig zur Sehne haben; 
also sind die doppelt unendlichen Cureensysteme (2a) tmd {2a') verschieden 
und haben nur ein einfach unendliches auf einer Fläche zweiten Grades {a, a) 
gelegenes System gemeinsam. Das Flächennetz [a'] ist offenbar ebenfalls von 
dem Netze [a] verschieden und beide haben nur die Fläche (a, a') gemeinsam. 
Der Complex [a) ist aber mit dem Complex (a) identisch; denn jeder von 
ihnen wird schon vollständig durch die Sehnensysteme der od^ Curven, 
welche a und a gleichzeitig zu Sehnen haben, ausgefüllt; oder genauer: 
sei nur eine Curve betrachtet, welche a und a' zweimal schneidet, so 
haben die Kegel aus einem beliebigen Punkte A an beide Complexe schon 
gemeinsam die vier Geraden AA* und die Sehne aus A an diese Curve, 
also sind sie identisch, haben alle Kanten gemeinsam, die Sehnen aus A an 
die sämmtlichen a und a' gleichzeitig zweimal treffenden Curven. Oder: 
sei a" eine weitere Gerade des Complexes (a\ so liegt sie mit a ebenfalls 
auf einer (durch A* gehenden) Fläche zweiten Grades; diese beiden Flächen 
(a^a'j und {a,a*) haben ausser a noch eine cubische Raumcurve (durch A^) 
gemein, welche alle drei Geraden a, d, a zweimal trifft; ci und ci' liegen 
also auf derselben Fläche [ad') durch A'^\ oder a" ist Sehne einer Curve 
(2a') ; d. h. jede Gerade des Complexes (a) ist zugleich eine Gerade des 
Complexes [d). 

16. Im Complex nimmt mithin die Gerade a heine ausgezeichnete 
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Stelttmg ein, sondern nur gegenüber dem Flächennetze und dem Systeme der 
sie zweimal treffenden Curten thut sie dies. Jede Gerade des Complexes ver- 
anlasst ein besonderes Netz und ein besonderes Cureensystem; die mit ihr je 
zu derselben Schaar gehörigen Geraden der Flächen des Netzes , oder die 
Sehnen (Tangenten) der Curven des Systems reprodudren immer denselben 
Complex, Die Punkte A* verweisen also jede der oo* Geraden des Raumes 
in einen gewissen Complex eines einfach unendlichen Complexbttschels. 
Zwei Geraden aus verschiedenen Complexen können nicht zugleich Sehnen 
derselben cubischen Raumcurve durch A* sein ; zwei Gerade aus demselben 
Complex sind gleichzeitig Sehnen von einfach unendlich vielen Curven, 
gelegen auf derselben /^; drei Gerade aus demselben Complex sind gleich- 
zeitig Sehnen einer Curve, wie aus No. 15 ersichtlich. 

17. Die Curven des Systems (2a), deren einer Begegnungspunkt 
ein fester Punkt A von a ist, erzeugen einen Kegel zweiten Grades; folg- 
lich liegen die Tangenten in dem zweiten veränderlichen Schnittpunkte in 
einer und derselben Ebene a; umgekehrt liegen auch alle Curven (2a), 
welche in dem einen Begegnungspunkte mit a eine feste durch a gehende 
Ebene berühren, auf einem Kegel zweiten Grades, so dass der zweite Be- 
gegnungspunkt ein fester Punkt A von a ist. Es findet also zwischen den 
Punkten auf a und den Ebenen durch a eine eindeutige Beziehung statt 

18. Diejenigen Tangenten der Curven {2a\ welche durch einen Punkt 
A gehen, bilden einen Kegel zweiten Grades; da von jeder Kante desselben 
zwei Curven berührt werden, und durch die Spitze A eine Curve geht, so 
ist die Curve der Berührungspunkte von der fünften Ordnung B^; sie geht also 
durch die Spitze A und berührt dort die Tangente der durch A gehenden 
Curve (2a), ferner durch die Punkte, in denen a den Kegel zweiter Ordnung 
trifft, und berührt dort ebenfalls die beiden Kegelkanten, denn auf jeder dieser 
beiden Geraden ist die oben erwähnte Involution (No. 15) eine sogenannte 
parabolische, bei welcher alle Paare einen Punkt gemeinsam haben, den 
auf a gelegenen, so dass nur ein Doppelpunkt vorhanden ist Endlich geht 
sie auch durch die vier Punkte Ai und berührt dort die Kanten AA,, auf 
denen auch die Involution parabolisch ist 

Legt man den Punkt A auf die Gerade a selbst, so wird der Kegel 
deijenige aus dem Netze [a], der seine Spitze in a hat; die Berühmngs- 
curve fünfter Ordnung zerfällt in die Gerade a, welche in jedem Punkte 
von Curven (2a) berührt wird, und die vier Geraden AA^, welche an 
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Gurven (2a) theilnehmen and deshalb für jeden ihrer Punkte ihre eigenen 
Tangenten sind. Die übrigen Kanten des Kegels berühren, wie dies eben 
auseinandergesetzt ist, nur in der Spitze A. 

19. Auf der Fläche der Cureen (2a^ a')y d, h. welche a swemuüy a! 
ehimal treffest, ist d einfach; dagegen ist a doppelt, denn die Curven durch 
einen beliebigen Punkt A von a (und durch A ) , welche a' treffen, en&eugen 
eine Fläche F^y welche von a, weil A auf ihr dreifach ist, nur noch zwei- 
mal getroffen wird. Nehmen wir zunächst an, a und a' liegen in derselben 
Ebene ; so erzeugen die Curven (2a^ a'), welche im Allgemeinen nicht durch 
den Punkt (a, a') gehen, die durch A*, a und a' gelegte Fläche zweiten 
Grades, diejenigen aber, die durch [a^a^) gehen, einen Kegel zweiter Ord* 
nung; zusammen also eine Fläche vierter Ordnung. Das eigentliche Er* 
zeugniss für diesen Fall ist die erstere Fläche ; das Erzeugniss für den all- 
gemeinen Fall, wo a und a* sich nicht treffen, ist aber ersichtlich vierter 
Ordnung. In der That, sei b eine beliebige Gerade, welche a trifft, so 
wird das Erzeugniss der Curven, welche a in zwei im Allgemeinen von 
(a, 6) verschiedenen Punkten, b in einem treffen, als Fläche zweiten Grades 
von a' zweimal geschnitten ; es giebt demnach zwei Curven (2a, a% welche 
von b ausserhalb a getroffen werden; da nun a auf der gesuchten Fläche 
doppelt liegt, so hat dieselbe mit b vier Punkte gemein, mithin ist $ie 
vierter Ordnung (F*). Es giebt folglich vier Cureen (2a, a', a"), d. h. welche 
a zweimal, a' und a' je esnmal treffen. 

Trifft jedoch a" die Gerade a, so giebt es nur zwei Curven, sofern 
der liegegnungspunkt mit a" nii^ht auf a liegen soll. 

Da a und a' im Allgemeinen nicht zu demselben Complexe gehören, 
so giebt es keine Curvo (2a\ welche zugleich a' zweimal trifft; also hat 
die Fläche F* keine doppelte erzeugende Curve. Wenn aber a und a' zu 
dcnmelbcn l -omplexe gehören, so tritt an die Stelle der Fläche vierter Ord- 
nung eine dopi)elt zu zählende Fläche zweiten Grades; jede Curve (2a), 
wch^he a' einmal trifft, trifft sie in diesem Falle noch zum zweiten Male. 

Die Fläche F^ iat zugleich die Einhüllungsfläche der Flächen zweiten 
(irades aus detn Netze [a], welche a' berühren; je zwei consecutive Flächen 
(hirnliHcihnoidcn sich (ausser in a) in einer erzeugenden Curve. Man vgl. meine 
Abhandlung in diesem Journal Bd. 70 S. 212 speciell Nr. 6., wo die einem 
alltrisnioincn Netze angehörigen (d, i. durch sieben beliebige Punkte gehenden) 
i^'tttohcn »weiten Grades und Raumcurven vierter Ordnung erster Species 
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uitfersnoht werden und mehrfach analoge Sätze zu denen der jetzigen Ab* 
handlung vorkommen. 

20. Wir legen durch a eine Ebene a, so zeigt sich, dass von den 
erzeugenden Curven der F* drei durch diese Ebene berührt werden. Also unter 
dem Curven (2a) giebt es oc^^ welche eine Ebene a tangiren; die Berührungspunkte 
bilden eine Curve dritter Ordnung K^. Der Punkt {a, a) gehört derselben 
d0ffelt an, weil die Curven, welche a in ihm berühren, eine Fläche dritter 
Ordnung erzeugen, die von a noch zweimal gesehnitten wird. 

Legt man aber die Ebene o durch die Gerade a, so ergiebt sich: 
Es giebt zwei Curven, welche die Ebene a einmal auf der Geraden a berühren, 
das andere Mal treffen und auch noch der Geraden a', welche ausserhaUi et 
liegt y begegnen, Oder: 

Die Curven, welche a auf a einmal bailhren, das andere Mal treffen, 
erzeugen eine Fläche zweiter Ordnung, und zwar einen Kegel, wie oben 
schon gefunden wurde. (Nr. 17). 

Auf der Fläche F* sind die vier Punkte A* doppelt, denn wenn a*' 
durch einen derselben geht, so bilden die Curven (2a), welche der a" auch 
noch ausserhalb dieses Punktes begegnen, eine Fläche zweiten Grades; also 
giebt es zwei Curven (2a^ a'), welche die a' ausserhalb des Punktes Ai treffen. 

Die Geraden a^ dagegen liegen nicht auf der Fläche F*. 

21. Die Fläche vierter Ordnung der Curven (2a, a) begegnet der 
Curve IP der Berührungspunkte, der Curven (2a) mit einer Ebene a ausser in 
dem auf beiden doppelten Punkte {a, a) in acht Punkten. Da durch jeden 
Punkt im Allgemeinen nur eine Curve (2a) geht, so ist demnach die Fläche 
der Curven [2a, aj, d, h. welche a zweimal treffen und die Ebene a berühren, 
achter Ordnung: F^. Die Gerade a ist auf derselben vierfach; denn die Curven 
durch einen Punkt A von a und die A*, welche a tangiren, bilden eine 
Fläche zehnter Ordnung, für welche A sechsfach ist. Der Schnitt der F** 
mit irgend einer durch A* und a gehenden Fläche F^ muss ausser der a 
aus lauter era^eugenden Curven bestehen : es lässt sich auch leicht erkennen, 
dass von den oc^ Curven durch A* auf dieser Fläche, welche a zweimal 
treffen (und von einem durch A*, a und einen beliebigen Raumpunkt be~ 
stimmten Flächenbüschel zweiter Ordnung ausgeschnitten werden) vier die 
Ebene a tangiren. 

Ebenso berühren auf der Fläche zweiter Ordnung durch A\ a und 
a", wo a" durch dnen der Punkte A* geht, von den Curven durch A^, 



112 Sturm, Erzeugnisse, Elementarsysteme u. Charakteristiken r. cub. Raumcurtoen, 



welche a and a' zweimal treffen, vier die Ebene a; also mrf die eier 
Punkte A* eierfach auf F^. Auch dieser Fläche gehören die Geraden a« 
nicht an. 

Sie hat ebenfalls keine doppelte erzeugende Curve. 

Es giebt acht Curven, welche eine Ebene berühren, eine Gerade »wei^ 
maty eine andere einmal treffen. 

Die Fläche F^ ist gleichzeitig die Eneelappe der Flächen !6weiten Grades 
des Netzes [a], welche a tangiren; die erzeugenden Curven sind die Schnitte 
je zweier consecutiven eingehüllten Flächen. In Nr. 9. der Abb., welche in 
Nr. 19 citirt wurde, ergab sich dieselbe Enveloppe flir den Fall, dass die 
eingehüllten Flächen durch sieben beliebige Punkte gehen, von der zwölften 
Ordnung. 

22. Legt man durch a eine Ebene a', so ergiebt sich, weil der 
fernere Schnitt mit F^ die Gerade a viermal trifft, folgender Satz: 

Es giebt vier Curven, welche eine Ebene a berithren und eine andere 
a' auf a einmal tangiren und einmal durchschneiden. 

F^ wird von der Ebene a ausser in der Berührungscuree K^ nods in 
einer Curve zweiter Ordnung durchschnitten. Üurch analoge Schlttsse wie in 
Nr. 5 ergiebt sich, weil auch hier ein* ähnlicher Umstand gUt wie dort, dass 
nämlich durch jeden Punkt nur eine Curve {2a) geht, dass es drei Curven 
(2a^ a^) giebt, d. h. welche a zweimal treffen, a osculiren. 

Die Flächen zweiten Grades durch A* und a schneiden in die Ebene a 
ein Netz von Kegelschnitten ein, welche sämmtlich durch den Punkt (a, a) gehen. 
K^ ist die Hessesche Curve dieses Netzes: je zwei Punkte derselben sind be- 
kanntlich conjugirte Pole in Bezug auf alle Kegelschnitte des Netzes; die 
drei eben gefundenen Osculationspunkte sind die conjugirten Pole der drei 
Wendepunkte von K^. (Man vergl. die cit Abb. Nr. 11). Die Caiflegsche, 
Curve dieses Netzes — welche von den Geradenpaaren des Netzes eingehfUlt 
wird — ist hier wegen des gemeinsamen Punktes nur zweiter Klasse : sie ist der 
Kegelschnitt, welcher von a noch aus F^ ausgeschnitten wird; denn jede Fläche 
des Netzes [a], welche a berUlirt, durchschneidet sich mit der unendlich 
nahen, die dies thut, in a und einer erzeugenden Curve von F^; folglich 
treffen sich in dem dritten Schnittpunkte dieser Curve mit a, der ja jenem 
Kegelschnitte angehört, zwei Gerade aus den beiden unendlich nahen Paaren, 
in denen diese Flächen von a geschnitten werden; d. h. dieser dritte Schnitt- 
punkt ist der Berührungspunkt einer Tangente der Coyfejfschen Curve. 
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23. Die Fläche F* der Curven (2a, «') wird von der einem Punkte 
A zugehörigen Berührungspunkte B^ (Nr. 18) ausserhalb der A* und der a 
noch in 4.5—4.2 — 2.2 = 8 Punkten getroffen; wir erhalten demnach fol- 
gende Satze: 

Es giebt acht Cureen [2a^a\A)^ d. h. welche a zweimal , ol einmcU 
treffen und eine durch A gehende Tangente haben. Die Curven ^ {2ay A) er- 
*neugen eine Fläche achter Ordnung T^, ebenso wie die Curven (2a, a). Und 
mit Hinzunahme von Nr. 21: Die Tangenten der Curven (2a, a') erzeugen 
ein System (8, 8), d. h. achter Ordnung und achter Klasse, 

Legt man wieder a durch einen der Punkte ^*, wodurch die Fläche 
F* in eine F^ übergeht, so ergiebt sich, dass die Punkte A^ auf der Fläche 
7* vierfach sind, wie bei. der Fläche P der Curven (2a, a). Ebenso findet 
man mit Hilfe von No. 9, dass die Gerade a dieser Fläche vierfach angehört, 
wie der Fläche F**; T^ hat, wie F**, keine doppelte erzeugende Curve und 
die Geraden an, liegen nicht auf ihr. 

In Bezug auf das System (8, 8} der Tangenten der Curven (2a, a) 
lässt sich noch folgendes bemerken: Aus jedem der Punkte A^ erhält es 
einen Kegel zweiter Ordnung, den Anschmiegungskegel der Fläche F* der 
Curven (2a, a). Sowohl die Tangenten dieser Curven, welche auf a, als 
die, welche auf a' berühren, erzeugen eine Fläche vierten Grades; ftir jene 
ist a doppelte, für diese ist a' einfache Leitgerade. 

24. In jeder Ebene durch a liegen nur die beiden auf a berührenden 
Tangenten; es wird sich bald zeigen, dass a von vier CuiTcn berührt wird, 
welche noch a' treffen; also zählen jene für je zwei. 

In jeder Ebene durch a' liegen zunächst drei auf a berührende Tan- 
genten, ausserdem noch zwei. Denn die beiden nicht auf a' gelegenen 
Schnittpunkte einer Curve (2a, a') mit einer solchen Ebene findet mau leicht 
so : durch A^, einen Punkt Ä auf a' und die Gerade a werde der Flächen- 
bttschel zweiter Ordnung gelegt; die Grundcurve desselben besteht aus a 
und der durch Ä gehenden Curve (2a), und jede Fläche des Büschels 
schneidet aus der Fläche F* noch eine erzeugende Curve aus. Die Ebene 
a' durch a* schneidet aber F* noch in einer Curve dritter Ordnung, welche 
den Punkt (a, a'} zum Doppelpunkte hat , den Flächenbüschel in einem 
Kegelschnittbüschel, von dem ein Grundpunkt in diesem Doppelpunkte liegt, 
zwei andere auch noch auf dife Curve dritter Ordnung fallen; die beiden 
beweglichen Schnittpunkte eines Büschelkegelschnitts mit derselben sind 
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die Begegnungspunkte der Ebene a' mit der erzeugenden Curve, welche 
auf derselben Fläche des Büschels wie der Kegelschnitt liegt; zwischcB 
der Curve dritter Ordnung und den Kegelschnitten des Büschels finden bei 
der genannten Lage der Grundpunkte zwei Berührungen statt. Also zäUem 
die Regelflächen, welche von den auf a oder a' berührenden Tangenten gebildet 
werden, in dem Systeme (8, 8) doppelt. Man kann dasselbe Resultat auch 
dadurch erhalten, dass man die Geraden des Systems betrachtet, die durebr 
einen auf a oder a' gelegenen Punkt gehen. Durch einen Punkt auf a 
geht nur a selbst und die beiden Tangenten der durch ihn gehenden er- 
zeugenden Curven der Fläche F*. Man sehe in No. 18, wie sich die Be- 
rührungscui've B^ für diesen Fall umgestaltet Durch einen Punkt A' von 
a' gehen ausser der Tangente, dife die einzige durch A' gehende Curve 
(2a) in A' berührt, nur noch sechs Systemgeraden, denn die zu A' gehörige 
Curve B^ berührt in Ä die Fläche F*, weil sie in A' von jener Tangente 
berührt wird. 

25. Bringen wir die einem Punkte A zugehörige Curve B^ mit der 
Fläche F® der Curven (2«, a) oder mit der Fläche T der Curven {2a, A') 
zum Schnitt, so ergiebt sich: 

Es giebt sowohl sechzehn Curven {2a, a, A), als auch sechzehn Curven 
{2a, A, A'). 

Bringt man andererseits die einer Ebene a' zugehörige Berührungs- 
curve K^ dritter Ordnung zum Schnitt mit den eben genannten Flächen F® 
und T® und bemerkt, dass der Punkt {a, a) auf K^ doppelt, auf diesen beiden 
Flächen vierfach ist, so erhält man: 

Es giebt sechzehn Curven {2a, u, a') und das erstere der vorigen Re- 
sultate nochmals. * 

Weil durch jeden Punkt nur eine Curve (2a) geht, so kann man 
diese Resultate auch durch gegenseitigen Schnitt von zwei Flächen F'" 
oder zwei Flächen V" oder einer Fläche F'" und einer Fläche T" für die- 
selbe Gerade a erhalten. 

Femer: Sowohl das System der Tangenten der Curven {2a, a), als 
das der Tangenten der Curven {2a, A) ist (16, 16). 

Hinsichtlich dieser beiden Systeme gilt wiederum, dass sie aus den 
Punkten A* je einen Kegel vierter Ordnung bekommen, den Kegel, der 
sich in jedem dieser Punkte an die Fläche F^ beziehungsweise T* an- 
schmiegt, dass für das eine System die Ebene a, für das andere der Punkt 
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A singnlär ist, indem in jener sich oo^ Systemgeraden, die einen Kegel- 
schnitt einhüllen, befinden, durch diesen ebenfalls oo^ gehen, welche einen 
Kegel zweiten Grades erzengen. 

Legt man den Pnnkt A in die Ebene a; so fallen die beiden Be- 
rtthmngspnnkte jeder der beiden in a gelegenen Kanten des Complexkegels 
ans A' auf die Curve IP, weil alle beide berührten Cnrven zu den (2a, «) 
gehören; also hat die dem Punkte Ä zugehörige Curve Ä* mit der Fläche 
T* nur noch zwölf Punkte gemein; d. h. jede der beiden Geraden reprä- 
sentirt zwei von den sechzehn Systemgeraden durch A'; die Tangenten des 
Kegelschnitts in der singulären Ebene a sind also doppelte Geraden des 
ersteren Sgstems. 

Ebenso sind die Geraden des Kegels zweiten Grades aus dem singu- 
lären Punkte A des zweiten Systems doppelte Geraden desselben, wie aus dem 
eben geführten Beweise unmittelbar zu erkennen ist. 

Die Geraden des einen, wie des andern Systems, welche gerade auf 
a berühren, erzeugen eine Regelfläche achten Grades, flir welche die a eine 
vierfache Leitgerade ist. In einer Ebene durch a giebt es ausser a und den 
vier auf ihr berührenden Geraden keine andern Systemgeraden ; ebenso durch 
einen Punkt auf a. Die auf a berührenden Geraden zählen doppelt, die a 
selbst achtfach: es wird bald noch gezeigt werden, dass sie an acht Curven 
Tangente ist, welche a berühren, beziehungsweise eine durch A gehende 
Tangente haben. 

26. Die Berührung mit einer Geraden a ist eine dreifache Bedingung. 
Die Curven (durch -4*), welche a tangiren, erzeugen also eine Fläche; 
suchen wir demnach, wie viele a treffen. Durch jeden Punkt von a gehen 
zwei Curven, welche a nochmals und a' treffen; daraus geht hervor, dass 
viermal die beiden Begegnungspunkte mit a zusammenfallen; man überzeugt 
sich leicht, dass eine solche Coincidenz nur von einer Berührung heiTühren 
kann; denn die endliche Zahl der zerfallenden Curven hat getrennte Be- 
gegnungspunkte mit a. Also: 

Es giebt ^ier Curven (a', a') , d. h, welche a berühren und a' treffen, 
worauf schon in No. 24 hingewiesen wurde. 

Und: die Fläche der Curven (a^), d, A. welche a berühren, ist vierter 
Ordnung (D*). Die Punkte A^ sind auf dieser Fläche /)* doppelt; denn wenn 
a' durch einen derselben geht, so geht durch jeden Punkt von a nur eine 
Curve, welche a nochmals und die Gerade a' auch ausserhalb des Punktes 

15* 
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Ai trifft; weshalb sich nur zwei Coineidenzen ergeben. Oder in dieseiA 
Falle liegen A*, a, a auf einer Fläche zweiten Grades, welche auch die 
Gurten enthält, die a' ausserhalb Af treffen und a berühren; solcher Cnrven 
(durch A*) giebt es auf dieser Fläche zwei. Die Gerade a ist auf D* eben- 
falls doppelt; denn es gehen durch jeden Punkt derselben zwei (unendlich 
nahe) erzeugende Curven, oder wenn a die Gerade a trifft, so erzeugen alle 
Curven (durch ^*} , welche a treffen und noch durch einen Punkt A auf a 
gehen, eine Fläche fünfter Ordnung, welche, weil sie in A einen dreifachen 
Punkt hat, von a ausserhalb A und a nur noch einmal getroffen wird; 
d. h. es giebt eine Curve durch jeden Punkt von a, welche a nochmals 
und a ausserhalb a trifft, wodurch wir zu zwei Coineidenzen, also zu zwei 
die a berührenden Curven kommen, welche a' in einem von aa verschie- 
denen Punkte begegnen. Auf jeder Fläche zweiten Grades femer durch A* 
und a giebt es nur zwei Curven durch -4*, welche a berühren; der Schnitt 
dieser Fläche mit D* kann aber nur aus a und erzeugenden Curven der 
D^ bestehen. 

27. Der Schnitt der Fläche />* mit einer Ebene a^ z. B. «,« be- 
steht aus dem Kegelschnitt durch AiA^A^ und die Spur von «, welcher 
in letzterem Punkte die Ebene A^a berührt; er wird ergänzt durch die 
Gerade aus A nach diesem Punkte. Die Gerade a ist wegen der am Ende 
von No. 6 gemachten Bemerkung Tangente der so zusammengesetzten 
cubischen Raumcurve; der Kegelschnitt zählt aber wegen dieser uneigent- 
lichen Berührung in seiner Ebene doppelt, so dass die Ebene längs des- 
selben berührt. Um dies noch genauer einzusehen, lege man a in die 
Ebene «,23; so giebt es durch jeden Punkt A von a nur eine Curve, welche 
a nochmals und d trifft, nämlich die aus der Geraden A^A und dem Kegel- 
schnitte in «123 durch A^A-iA-^ und die Spuren von a und A^A bestehende; 
der zweite Schnittpunkt mit a ist also stets die Spur von a in a,„, folg- 
lich giebt es auch nur eine Coincidenz, wenn nämlich A in diese Spur fällt, 
wobei der eben beschriebene Kegelschnitt in den oben genannten übergeht; 
es giebt demnach nur eine Curve, welche a berührt und c! trifft; letzteres 
geschieht aber gleich zweimal: diese zwei Begegnungspunkte mit d ver- 
treten die vier Begegnungspunkte der d mit D*, so dass zweimalige Be- 
rührung stattfindet. 

Auf der Fläche D^ selbst kann diese und ebenso die drei andern 
analogen Curven offenbar nicht doppelt liegen ; auch lässt sich leicht nach- 
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weisen, dass die Fläche zweiten Grades durch ^4* nnd a (siehe Ende der 
vorigen Nummer), welche eine solche Curve enthält, noch eine von ihr 
verschiedene im Allgemeinen nicht zerfallende erzeugende Curve aus />* 
ausschneidet. 

28. Weil D* von jeder Ebene durch a noch in eine Curve zweiter 
Ordnung getroffen wird, so ergiebt sich: 

Es giebt ztoei Cureen {durch A*^, welche eine gegebene Ebene so 
osculiren, dass eine in derselben gegebene Gerade Tangente ist. 

Die Fläche D* trifft die Curve K^ der Berührungspunkte einer 
Ebene a mit Curven {2a) ausser in dem auf beiden doppelten Punkte {a,a) 
noch in acht Punkten: 

Es giebt also acht Cureen [a', a) ^ d, h. welche eine gegebene Gerade 
a und eine gegebene Ebene a tangiren. 

Die Fläche D* der Curven {a") und die Fläche F® der Curven 
(2a^ a) haben ausser der auf der ersteren doppelten, auf der andern vier- 
fachen Geraden a nur noch erzeugende Curven gemein, die acht eben ge- 
nannten. 

Ebenso wird />* von der einem Punkte A zugehörigen Curve B* 
ausser in sechs auf a und in den A* gelegenen Doppelpunkten noch achtmal 
getroffen; also: 

Es giebt acht Cvreen {a^,A)y d. h. welche eine Gerade a berühren 
und eine durch den Punkt A gehende Tangente besitzen. 

Dieselben sind der Fläche /)* und der Fläche T* der Curven {2a ^A) 
ausser a gemeinsam. 

29. Betrachten wir nun die Fläche F' der Curten {aaa")^ d. h. 
welche (durch A* gehend) sich auf drei Gerade a, a\ a" stützen. Auf der^ 
selben ist jede dieser drei Geraden fünffachy weil durch jeden Punkt derselben 
fünf Curven gehen, welche die beiden anderen treffen. Nehmen wir zuerst 
an, dass zwei aa von den drei Geraden aaa*' in derselben Ebene liegen; 
so löst sich die Fläche fünfter Ordnung der Curven durch A^ und den 
Punkt aa ab, welche «" treffen; auf der übrigbleibenden Fläche F\ dem 
eigentlichen Erzeugniss, sind aa noch fünffach, hingegen a" blos vierfach. 
Durch A^ und die beiden Geraden aa' geht nun eine F\ Durch jeden Punkt 
der ferneren Curve, welche F^ und dieser Fläche gemeinsam ist, geht eine 
erzeugende Curve der jP% welche, weil sie mit F^ sieben Punkte, nämlich die 
vier Punkte A^^ die Stützpunkte auf a, a' und den betrachteten Punkt gemeinsam 



118 Sturm, Erzeugnisse, Elemeniarsysieme u. Charakteristiken v* cub. Raumcureen. 

hat, ^nz auf derselben liegt Also kann diese fernere Schnittearve von F^ 
und F^ nur aus erzeugenden Curven von F^ oder Theilen derselben bestehen. 
Nun giebt es auf F^ durch A^ und jeden der beiden Schnittpunkte (F*, a") 
zwei Curven, von denen die eine a zweimal, «' einmal, die andere a ein- 
mal, a' zweimal trifft; diese vier Curven gehören der F^, weil sie je eine 
der beiden Geraden a, a' doppelt treffen, zweifach an. 

Die Ebene am schneidet aus F^ einen Kegelschnitt, welcher sowohl 
a als a! trifft; er wird durch jede der beiden Geraden aus A^^ die ihn und 
a" treffen, zur vollständigen erzeugenden Curve ergänzt Also gehört dieser 
Kegelschnitt und ebenso die drei in a^«, 0,34, 0,34 der F^ doppelt an. 
Mithin ist der Gesammtschnitt der Flächen F^ und F^ von der Ordnung 
2.6+4.3.2+4.2.2 = 50. Die Ordnung der Fläche F' ist demnach 25. 
Fttgt man die oben abgetrennte Fläche fünfter Ordnung hinzu, so ergiebt 
sich die Fläche F' fttr den Fall, dass a und a' nicht in derselben Ebene 
liegen, von der 30. Ordnung. Oder wenn b in diesem Falle eine Gerade 
ist, die z. B. a trifft, so giebt es, weil die Fläche der Curven (a, a', 6), wie 
eben erwiesen, 25. Ordnung ist 25 Curven, welche aa'ba" treffen; d. h. 6 
wird von der Fläche der Curven (aa'a") ausserhalb a noch in 25 Punkten 
getroffen, folglich, da a derselben fUnf&ich angehört, im Ganzen in 30 Punkten. 

Die Fläche der Curven (aaa') ist demnach 30. Ordnung F^\ 

Es giebt 30 Cureen (aa'a"a''')n d. h, welche vier (gegen einander wind^ 
schiefe) Gerade treffen. 

30. Die Geraden a,> sind auf dieser Fläche F^^ vierfach ^ d. h. ge- 
hören je zu vier erzeugenden Curven; a^i z. B. wird ergänzt durch die vier 
Kegelschnitte, welche durch -4s, A^ gehen und die vier Geraden aa'a"avi 
treffen *). Der weitere Schnitt (18. Ordnung) einer Ebene «,«, z. B. a|„ 
ergiebt sii-ih in folgender Weise: 1) Durch -4„ Ai^ A3 und die Spuren von 
a und a' geht eui Kegelschnitt; derselbe gehört zu zwei Curven und wird 
durrh die beiden Geraden ergänzt, die durch A^ gehen und ihn und a" 
treffen; man erhält so durch Vertauschung der Geraden aa'a" drei derartige 
doppelte Kegelschnitte. 2) Aus A^ geht eine Gerade, welche a und a' trifft; 



•) Chasles, C. R. LXI S. 391. (Ohne Beweis). — Hierhoker, Math. Ann. Bd. 2 
S. 574. -r- Dass die Kegelschnitte, welche durch zwei Punkte gehen und drei Gkrade 
treffen, eine Flftohe vierter Ordnung erzeugen, ist leicht einzusehen; in jeder Ebene 
durch die Verbindungsgerade der beiden Punkte liegt einer, und diese Gerade setzt 
mit jeder der beiden Geraden , welche sie und die drei gegebenen Geraden treffen, 
ialbat einen solchen Kegelsohnitt zusammen. 
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sie er^nzt den KegelBchnitt durch ^i^^s, der durch ihre Spur und die 
von a" geht; es ergeben sich dadurch drei einfache Kegelschnitte. Der 
Schnitt ist nun erschöpft: es ist von vom herein klar, dass er nur aus ebenen 
Theilen von erzeugenden Curven bestehen kann. Dass z. B. Punkt {a, a) 
fÜnlEach ist, zeigt sich, indem durch ihn zwei der doppelten Kegelschnitte 
1) und einer von den einfachen 2) gehen. 

31. Um die Vielfachheit der Punkte ^* auf der Fläche F^' zu er- 
mitteln, lege man eine Gerade o'" durch einen derselben, A^^ und betrachte 
die Fläche F' der Curven {aa'a!**\ wobei «'" noch ausserhalb des Punktes 
A^ getroffen werden soll, o'" ist auf derselben wie im allgemeinen Falle 
fünffach, hingegen a und ö' sind nur doppelt; denn es giebt z. B. durch jeden 
Punkt von a nur zwei Curven, welche a! und a'", letztere noch ausserhalb 
i44, treffen (Nr. 1). Durch die A*, a und «'" geht eine F^ und ihr Schnitt 
mit F* kann nur aus erzeugenden Curven ausser aus a und «'" bestehen. 
Auf F^ giebt es durch A^ und jeden der beiden Punkte (F^, «') nur eine 
Gurve, welche «'" nochmals trifft; da sie aber auch a zweimal trifft, so ist 
dieselbe eine doppelte erzeugende Curve von F\ Der Kegelschnitt (F^, «„3) 
trifft a und «'" und wird ergänzt durch jede der beiden Geraden aus A^^ 
die ihn und a' treffen; er liegt also doppelt auf F'; die drei andern Ebenen 
liefern diesmal keinen Kegelschnitt. Die Gerade auf F^ durch ^1, wejche 
a und a'" trifft, wird zur erzeugenden Curve durch den Kegelschnitt ergänzt, 
der durch A2A^A^ geht, sie und die a! trifft; A^ und A^ liefern eben solche 
Geraden. Also ist der ganze Schnitt (F% F^) von der Ordnung 

5 + 2 + 2.2.3 + 2.2 + 3 = 26. 
Die Fläche F' hat demnach die Ordnung 13; es giebt folglich 13 Curven, 
welche aa!a''a!'' treffen, oder die Fläche der Curven {aa'a") wird von «'" 
ausserhalb .4« in 13 Punkten getroffen. Jeder der Punkte ^ ist deshalb 
auf F^ siebzehnfach. 

Die Zahl der durch ihn gehenden Curvenäste oder hier Curven in 
den Ebenen a^^^ die ihn enthalten, ist ebenfalls 17; woraus jedoch umgekehrt 
nicht auf den Grad der Vielfachheit des Punktes auf der Fläche hätte ge- 
schlossen werden können, da möglicherweise eine Berührung noch neue Aeste 
hinzubringen konnte. Nachdem aber an dieser Fläche erkannt, dass eine 
Berührung nicht statthat, wird später die Vielfachheit der Punkte A* auf 
ähnlichen Flächen durch Abzahlung in den Ebenen a^ ermittelt werden, 
weil nicht immer eine Ermittelung der exacten Art möglich sein wird. 



120 Sturm, Erzeugnisse, Elementarsysteme u. Charakteristiken v, cub. Uanmcureen. 

32. Auf der F^^ giebt es noch zwölf doppelte erzeugende Curven, 
welche nicht zerfcUlen und von denen je vier eine der drei Geraden aa'a" 
zwekneU, die beiden andern einmal treffen (No. 19). Von den 16 Punkten, in 
denen jede der drei Geraden von diesen zwölf Cureen getroffen wird, sind die 
acht, welche von den vier sie zweimal treffenden herrühren, sechsfach; denn 
die Curven, welche durch jeden dieser 'acht Punkte z. B. auf a gehen und 
noch a* und a* treffen, hängen von der übrigen Lage der Geraden a nicht 
ab, also sind es wirklich ftinf Curven, auf der Fläche ist die eine, weil sie 
a nochmals trifft, doppelt und so gehen durch den Punkt vier einfache und 
eine doppelte, also sechs erzeugende CuiTen. Die acht andern Punkte aber 
sind blos fünffach; denn durch jeden von ihnen (auf d) gehen drei, welche 
a' und ö" einmal treffen, und eine, welche zwei vertritt, weil sie eine dieser 
Geraden zweimal trifft. 

33. Ein paar specielle Beispiele mögen hier noch Erwähnung finden: 
Gehen aaa^ ^urch denselben Punkt, so ist die Fläche der sie (in 

getrennten Punkten) treffenden Curven 18. Ordnung, enthält die Punkte -4* 
zehnfach und die drei Leitgeraden vierfach. 

Liegen aa'a'' in einer Ebene, so ist die Fläche 15. Ordnung; die 
drei Geraden sind auf ihr vierfach, die Punkte A^ elffach; diese Fläche 
wird zur vollen F^* durch die drei Flächen ergänzt, deren erzeugende 
Curven durch den Schnittpunkt zweier der drei Geraden gehen und die 
dritte treffen. 

34. Legt man durch eine der Geraden z. B. a" eine Ebene a, so 
schneidet dieselbe aus F^' noch eine Curve 25. Ordnung, welche durch jeden 
der acht sechsfachen Punkte von «" einmal geht und dieser Geraden dem- 
nach noch in 17 Punkten begegnet. Daraus ziehen wir folgende Sätze: 

Die Curven {durch A*), welche aa treffen und die Ebene a berühren, 
kurz die Curven (aaa) erzeugen durch ihre Berührungspunkte in a eine 
Curve 17. Ordnung, Dieselbe geht durch jeden der beiden Punkte {a, a) und 
(a, a) dreimnl, weil z. B. die in (a, a) die Ebene a berührenden Curven eine 
Fläche dritter Ordnung (No. 13) besclireiben, die also von a dreimal geschnitten 
wird. Femer die Curven, welche die Ebene « auf der Geraden o" berühren 
und die Gerade a treffen ^ erzeugen eine Fläche 17. Ordnung S'". Die öe- 
rade a ist auf S^' doppelt; denn durch jeden Punkt von a gehen zwei 
Curven, welche a auf a" tangiren (No. 2); hingegen die Gerade a" ist dreifach, 
denn von den die Ebene a in einem Punkte von a" berührenden Curven 
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treffen drei die Gerade a (No. 13). Alle drei durch a" gehenden Mäntel 
haben längt dieser Geraden die nämliche Berührungsebene a. 

35* Ehe wir die Ordnung i/e» weiteren Schnitts ean a mit S^'^ er- 
mitteln, wollen wir die eben gemachte Untersuchung nach der Zahl der a, 
»' treffenden und a auf a" berührenden Curven noch in etwas anderer Form 
wiederholen. 

In a seien zwei Gerade a"a"', so ist die Zahl der Curven, welche 
am'a"a'" treffen, weil a"a'" sich schneiden, nur 25 (No. 29). Rttckt man 
m" und a'" unendlich nahe zusammen, so haben acht unter diesen getrennte 
Begegnungspunkte mit a" und a!"; dieselben vereinigen sich bei der wirk- 
lichen Coincidenz von a" und «'" zu je zweien zu den vier Curven, welche 
18«' einmal, a" zweimal treffen (No. 19). Die 17 Übrigen haben unendlich 
nahe Begegnungspunkte mit a" und a"\ so dass sie die Ebene a auf a" 
tangiren. 

Es werde nun auch a' in die Ebene a gelegt, so giebt es nach No. 33 
nur 15 Curven, welche aaa'a" treffen und zwar in getrennten Punkten; 
rflcken wieder a" und a " unendlich nahe, so haben nun nur vier von diesen 
15 getrennte Begegnungspunkte mit a'* und a'", indem es nur zwei Curven 
giebt, welche a" zweimal, a und a' einmal und zwar letztere nicht in dem 
Punkte {a!a") treffen (No. 19). Es bleiben demnach 11 Curven ttbrig, 
welche a" und «'" in unendlich nahen Punkten treffen, d. h. a auf a" be- 
rühren. Die Fläche siebzehnter Ordnung, welche von den Curven erzeugt 
wird, die die Ebene a auf a" berühren und a treffen, wird von der in a 
liegenden Geraden a' ausserhalb a" noch elfmal getroffen; der fernere 
Schnitt ist also 11. Ordnung: a' muss demnach wegen jedes berührten 
Mantels zweifach abgezogen werden, und stellt gewissermassen zwei in der- 
selben Ebene liegende unendlich nahe dreifache Geraden dar. Dasselbe 
konnte freilich auch auf eine der Untersuchungsweise von No. 34 ähnliche 
Art ermittelt werden. 

36. Durch ähnliche Deductionen wie in No. 31 und 33 ergiebt sich, 
dass wenn a' durch einen der Punkte A* geht, es nur noch sieben Curven 
giebt, welche a auf a" berühren, a und a', letztere ausserhalb Ai^ treffen. 
Demnach liegen die eier Punkte A"^ auf S^'' zehnfach. 

Jede der Geraden a^ ist auf S^^ dreifach; denn es giebt, wie oben 
bemerkt, vier Kegelschnitte durch zwei Punkte ^4,^, welche vier wind- 
Bchiefe Geraden aa^a^a" treffen, von denen, falls a'a'" in einer Ebene liegen, 
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der durch ihren Schnittpunkt gehende in Wegfall kommt; die drei andern 
berühren die Ebene a s= (a'V'J, wenn dieae Gerade unendlich nahe rücken, 
auf a'\ Jeder dieser drei KegelBchnitte ergänzt die Gerade a^ zn einer 
erzeugenden Cnrve der Fläche S". 

Der fernere Schnitt der Ebene «133 z. B. mit S^'' besteht am dem 
doppelten Kegelschnitte, welcher durch A^A^A^ geht und a auf a" berührt 
und jede der beiden Geraden, die ihn und a treffen, zur Ergänzung haben 
kann, und dem doppelten Kegelschnitt durch A^A^^A^^ welcher durch die 
Spuren von a und a" in a,,, geht und durch die von A^ nach letzterer 
gehende Gerade ergänzt wird und wegen dieser uneigentlichen Berührung 
mit a auf er 123 doppelt zählt Da die Berührungspunkte der Curven (2a^ a) 
auf a eine Curve dritter Ordnung bilden (No. 20), so g^l es drei doppelte 
eneugende Curten auf S^"^, die nicht zerfallen; ihre drei BegegmmgepwMe 
mit a" haben denselben Grad (3) der Vielfachheit wie diese GeradCj hingegen 
die sechs Schnittpunkte mit a eine um 1 höhere Vielfachheit (ebenfalls 
3) als a. 

37. Die Curve elfter Ordnung, in der die Fläche S^'^ von der Ebene 
a ausser in a" durchschnitten wird, trifft a" in elf Punkten; d. h. von den 
dritten Schnittpunkten der diese Fläche erzeugenden Curven mit a liegen 
elf ebenfalls auf a\ Die doppelten erzeugenden Curven haben nach der 
vor. No. keinen Einfluss. Nun ist in No. 17 und 20 erkannt worden, 
dass es zwei Curven giebt, welche die G^ade a treffen und die Ebene 
a einmal auf a' berühren und einmal treffen. Es stellt sich demnach 
heraus, dass bei neun erzeugenden Curven von S'^ der dritte Schnittpunkt 
sich unendlich nahe am Berührungspunkte befindet, und damit ergeben sich 
die Sätze: 

Es giebt neun Curven, welche a treffen und a auf a" oscmUten. 

Die Cureen, welche a treff'en und die Ebene a osculiren, hur» die Cwreem 
{ay a^) erzeugen durch ihre Osculationspunkte eine Curve neunter Ordnung 0^. 

Die Curven, welche die Ebene a auf a' osculiren, bilden eine Fläche 
neunter Ordnung SP. 

Auf der Curve OP ist der Punkt {a, a) doppelt (No. 13). Die Fläche ff 
hat die Gerade a' zur Doppelgeraden (No. 13), oder vielmehr a" repräsenürt 
drei unendlich nahe doppelte Geraden. Der fernere Schnitt dieser Fläche mit 
a kann nur aus Theilen von erzeugenden Curven bestehen: er wirA durch 
die drei Diagonalen des vollständigen Vierseits, in dem a das vol 
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Yierflach der vier Ebenen a^^ durchsebneidet, gebildet; jede bildet mit den 
beiden Gegenseiten des vollständigen ränmlichen Vierecks A*^ welche sie 
trifft, eine erzeugende Cnrve. 

38. Es lässt sich nun wiederum durch ähnliche Schlüsse wie früher 
erkennen, dass der Ort der dritten Schnittpunkte der Ebene a mit den Curven, 
welche sie auf a'" bertthren und eine durch einen A^ gehende Gerade a 
treffen, fünfter Ordnung ist, dass es jetzt nur eine Curve giebt, welche a 
trifft, a auf a!' berührt und in einem getrennten Punkte ebenfalls auf a" 
durchschneidet, so dass vier Curven, welche a ausserhalb Ai treffen, die 
Ebene a auf a" osculiren. Also: 

Die Osculationscurve (in a) der Curven (a', a) ist nur vierter Ord- 
nung, wenn a durch einen der Punkte A^ geht; sie geht ebenfalls durch 
den Punkt (a, a) doppelt Und : 

Auf der Fläche fi^ der Curven, welche a auf a" oseuUren, üt jeder 
der Punkte Ä^ fängfäeh. 

Femer erzeugen die Berührungspunkte der Ebene a mit den Curven 
{üty a, «'), wo a dieselbe Lage hat, wie in dem eben ausgesprochenen Satze, 
eme Curve siebenter Ordnung, welche durch den Punkt (a, a) dreimal, dnreli 
den Punkt {a\a) nur einmal geht. 

Diese beiden Curven vierter und siebenter Ordnung haben zunächst 
dra Punkt (tf^o) als sechsfachen Schnittpunkt gemein, femer wenn wir 
voraussetzen, dass a durch A^ gehe, die Berührungspunkte von a mit den 
beiden Kegelschnitten durch A^ A^ A^ , welche a treffen und a berühren, und 
die drei Punkte auf den Geraden ^(«1,4,0134, a234\ in denen dieselben von 
bez. durch ^4), ^4}, A^ gehenden und auch a begegnenden Geraden getroffen 
werden; nehmen wir an, dass diese letzteren Punkte bez. fttr o?^ y Schnitt- 
punkte der beiden Curven zählen, so bleiben noch 22— 2a?— 3y = » ge- 
meinsame Punkte übrig. Durch jeden dieser Punkte geht eine einzige 
Curve, welche die Ebene a in ihm berührt und die Gerade a in einem von A^ 
verschiedenen Punkte trifft ; denn die Curven, welche a in einem festen Punkte 
{berühren, erzeugen eine Fläche dritter Ordnung, welche die A^ zu Doppel- 
punkten hat. Weil jeder der ^ Punkte der Curve siebenter Ordnung angehört, 
so wird die Ebene o in ihm von einer Curve tangirt, welche a und a' trifft ; 
weil er aber auch der Curve vierter Ordnung angehört, so wird sie dort 
von einer Curve osculirt, welche a trifft Beide Curven sind identisch. 

Folglich giebt es z Curven, welche die Ebene a osculiren, a und 

16* 
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el treffen; demnach ist die Fläche der Cnrven {a,a^) von der Ordnung «^ 
und auf der Fläche 0* der Curven {a\ o?) sind die Punkte A* («— «)-fiu5hk 
Es ist leicht einzusehen, dass die Fläche O* der Curven {a^c?) mit 
der Ebene a nichts anderes als die Curve vierter Ordnung der Osculations- 
punkte gemein hat Vermuthlich ist dieselbe als dreifacher Schnitt 2U 
rechnen, jedenfalls nicht als geringerer; sagen wir zunächst ti-fach; so er^ 
giebt sich 

» = 22-(2j: + 3y) = 4«, 
worin « ^ 3, x :> 0, y >> 0. Diese Gleichung ist nicht anders durch ganze 
positive Zahlen zu lösen, als durch 

11 = 3^ X = y = 2 ; also z = 12. 
Die Fläche der Curven (a, «') ist mithin von der Ordnung 12 , wenn m 
durch einen der Punkte Ä^ geht, und hat mit der Ebene a nur die dreifach 
zählende Osculationscurve vierter Ordnung gemein. 

39. Es ergiebt sich daraus auch für den allgemeinen Fall , . wo a 
nicht mehr durch einen der Punkte A^ geht, dass die Fläche 0*" der Cune» 
{a, o?) mit a nur die dreifach wählende Osculationscuree neunter Ordnung CP 
gemein hat und demnach 27. Ordnung ist, also die Punkte A^ nu 15- fachen 
Punkten hat 

Auf dieser Fläche 27. Ordnung 0^^ ist die Gerade a sechsfach (No. 5.). 
Femer giebt es (No. 22.) drei doppelte (nicht verfallende) l^rveugungscurten 
auf 0% deren Osculationspunkte auf a Doppelpunkte der Curwe 0^ sind und 
deren sechs Begegnungspunkte mit a siebenfache Punkte dieser Geraden rauf. 

Wird eine Ebene a' durch a gelegt, so führt der fernere Schnitt 
21. Ordnung zu 15 Curven, welche n osculiren und a' auf a tangirea 

Femer: Es giebt 27 Curcen (»^a^a')9 ^- ^* welche die Ebene « 
osculiren und den Geraden a und cl begegnen. 

Liegen letztere in derselben Ebene a\ so redueiren jene sich auf 21, 
welche a und d in verschiedenen Punkten treffen, und rücken o und d unendlich 
nahe, so haben 3.2 von ihnen getrennte Begegnungspunkte mit a und d, 
von denen sich bei der wirklichen Coincidenz je zwei in eine der 3 Curveft 
(a^^2a) vereinigen; die 15 übrigen tangiren «- auf a. 

Die Curven (a^^ a% welche eine Ebene a osculiren, eine andere a' 
tangiren, erzeugen in letzterer eine BerUhrungscurve 15. Ordnung.- 

Die Ordnung der Osculationscurve in a wird später ermittelt werden. 

40. Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung der Fläche der Curten 
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{4i, a'y a\ d. h. welche a und a' treffen und a berühren. Auf derBelben sind 
die Geraden a und a> zehnfach (No. 3). Wir nehmen znnächBt wieder an^ 
däss a und a' in einer Ebene liegen, in welchem Falle sie dann mit den 
A* auf einer Fläche F^ sich befinden, deren Schnitt mit unserer Fläche 
F* nur aus erzeugenden Curven (ausser aus a, cl) bestehen kann. Auf F^ 
giebt es in jedem der beiden Systeme cubischer Raumcurven durch A^ vier 
Gurren, welche die Ebene a tangiren; denn z. B. die durch A* gehenden, 
welche die Schaar (a) zweimal, die Schaar {a') einmal treffen, können in 
die F^ durch einen Bttschel zweiter Ordnung eingeschnitt^fi gedacht werden, 
welcher irgend eine Gerade von F^ aus der Schaar {a) und irgend eine sie 
zweimal treffende cubische Saumcurve (durch A*) zur Grundcurve hat; 
zwischen dem von a aus F^ ausgeschnittenen Kegelschnitte und dem durch 
a aus diesem Büschel ausgeschnittenen Bttschel von Kegelschnitten finden 
aber, weil letzterer einen Grundpunkt auf ersterem hat, vier Berührungen statt 

Die vier Curven des einen Systems gehören F** doppelt an, weil aie 
a zweimal, die des andern ebenfalls, weil sie a! zweimal treffen. 

Femer bildet der Kegelschnitt, welcher F' und der Ebene «,„ ge- 
meinsam ist (und a und a' trifft), mit jeder der beiden Geraden, die von A^ 
nach seinen Begegnungspunkten mit a gehen, eine erzeugende Curve, welche 
freilich mit o statt einer Berührung einen Doppelpunktsschnitt hat: nehmen 
wir an , dass eine derartige Curve z - fach als Schnitt zähle ; so hat , weil 
es auch in «124, «^34, a^^ solche Curven giebt, der gesammte Schnitt [F^^F^) 
die Ordnung 2. 10 + 2. 4,2. 3 + 4. 2. 2.« = 68 + 16», die Fläche F^ mithin 
die Ordnung 34+8». Dazu kommt noch die Fläche zehnter Ordimng, 
welche in Folge des Umstandes sich abgetrennt hat, dass a und a' sich 
schneiden (N0..8); also ist die Fläche im allgemeinen Falle von der Ord- 
nung 44+ 8a. Man kann auch, wie oben (No. 29}, beweisen, dass sie von 
jeder Geraden, welche einer der beiden Leitgeraden o, a' begegnet, ausser- 
halb noch in 34+ 8a Punkten getroffen wird. 

41. Um den Werth von a zu finden, ermitteln wir den Schnitt unserer 
Fläche mit einer der Ebenen a^^i z. B. mit «123. 

Derselbe kann wiederum nur aus Theilen von zerfallenden Curven 
bestehen : \ 

1) Durch ^1 , ^2 , A^ und die beiden Spüren von a und a! geht ein 
Kegelschnitt, der mit den beiden Geraden, welche aus A^ nach seijien 
Schnittpunkten mit a gehen, eine erzeugende Curve, welche von a im 
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Doppelpunkte geschnitten wird, znsammensetzt ; derselbe ist also' 29-fiEu^li m 
rechnen (wobei freilich nicht stricte bemesen ist, dass a in diesem und in 
Yorigem Falle nothwendig denselben Werth haben muss); 2) durch Ai^ A^ 
As und die Spur von a gehen zwei Kegelschnitte, welche a tangiren; jeder 
wird ergänzt durch die beiden Geraden aus A^^ die ihn und a' treffen; die 
Yertauschung Yon a und a! giebt zwei weitere solche doppelte Kegel- 
schnitte;. 3) von A4 geht eine Gerade aus, welche a und a trifft; jeder der 
beiden Kegelschnitte durch Aij A^^ A^^ der sie schneidet und a berührt^ 
ergänzt cae; 4) die Gerade 0^2 bildet mit jedem der sechs Kegelschnitte 
durch ^s, ^9 welche a, a\ a^ treffen und a berühren*), eine erzeugende 
Curve; iQmliches gilt für a^^ 023; 5) durch A4 geht eine Gerade, welehe a 
und (a^ttm) trifft; der Kegelschnitt durch ^1, Atj ^3, die Spur von a' und 
den Begegnungspunkt jener Geraden mit {a, ans) ergänzt sie zur erzeugenden 
Curve mit Doppelpunktsschnitt; die Vertauschung von a und a' giebt eine 
eben solche Curve; 6) der Kegelschnitt durch die Punkte ^3^14, (ou^a)^ 
welcher a und m' trifft, ergänzt a» zu einer Curve mit Doppelpunktsschnitt; 
ebenso haben a^, Oz, solche Ergänzungen. 

Also ist die Ordnung des gesammten Schnitts 

2.2s + 2.2.2.2 +2.2 + 3.6 + 2.2.« + 3« = 38+11»; 
nach der andern Untersuchung hatte sich ergeben 44+ 8s; woraus hervor- 
geht: s = 2. 

Daraus ei^ebt sich: 

Die Fläche der Curven (aa'a) ist 60. Ordmumg, F^\ 

Es giebt 60 Cnreen [aa^a'^a), d. h, welche aa'a" treffen, a berUhrem. 

Es lässt sich ähnlich wie früher bei F^ und durch Controlle in einer 
der Ebenen «,« nachweisen, dass jeder der Punkte A* auf F^ 34'* fach ist: 
F^^ sinkt nämlich zur 26. Ordnung, wenn eine der beiden Leitgeraden 
durch einen der Punkte A* geht 

Die 2.8 Curven, welche a berühren, die eine der beiden Geraden a, 
a ftweimal, die andere einnuü treffen, (No. 21) gehören der F^^ doppelt an 
und die 16 Begegnungspunkte der a, bes^iehungsweise a' mit den sie doppelt 
treffenden Cunoen sind elffach auf der Fläche. 



*) Chasles, a. a. 0. dieselbe Seite; Hierholaer, a. a. 0. S. 580. Auf die Fläche 
sechster Ordnung der Kegelsclmitte, welche durch Ewei Punkte gehen , ewei Gerade 
treffen und eine Ebene berühren, werden wir noch Gelegenheit haben, nfther einzu- 
gehen (No. 44). 
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Die Geraden 0^ gekoren F^^ adUfach an. 

Die BertllinibgBciirYe der die F^ erzeugenden Cnryen mit a UA 
17. Ordnung (No. 34). 

42. Indem wir durch a' z. B. eine Ebene a' legen ^ ergiebt sich, 
dass 60—10 — 16^34 erzeugende Curven von 7^' die Ebene a' auf a! 
bertlbren» 

Die Curven {a^ayo!)^ welche eine Gerade a treffen, »wei Ebenen a 
und a' berühren, ers^engen durch ihre Berührungspunkte in letzteren je em^ 
Curve 34. Ordnung. Dieselbe geht durch dm Punkt {a,a), beziehungsweise 
(a, a') sechsfach (No. 13). 

Die Cureen, welche a auf a, a' irgendwo berühren, erzeugen eiM 
Fläche 34. Ordnung 8^. Die Gerade a ist auf ihr sechs fa^, und alle sechs 
Mäntel berühren längs derselben die Ebene a; der fernere Schnitt — der 
Ort der dritten Scbnitt^rnnkte der erzeugenden Curven dieser Fltfebe mit 
a — ist eine Curve 22. Ordnung , wie auf äbnlicbe Weise als in ■ No. 35 
dargethan werden kann. Von derselben wird a in 22 Punkten getroflFen; 
nun giebt es vier Curven, welche eine Ebene a' berühren und eine andere 
o auf a einmal tangiren, das andere Mal schneiden (No. 22) ; also giebt es 
18 Curven auf S^, bei denen sich der dritte Schnittpunkt unendlich nahe 
neben dem auf a gelegenen Bertthmngspunkt befindet; denmach: 

Es giebt 18 Curven, welche a' tangiren, a auf a oscuUren; oder: 

Die Curven [a^,a*), welche eine Ebene a oscuUren, eine andere a' 
tangiren, erzeugen durch ihre Osculationspunkte in a eine Curve 18. Ordnung 
(0^®) , während die Tactionscurve in a' sich in No. 39 von der 15. Ordnung 
ergeben hat 

Die Fläche dieser Curven ist, weil sie mit a keinen andern Schnitt 
als die Osculationscurve gemein haben kann, 54. Ordnung (0^), und der 
fernere Schnitt derselben mit der Ebene von a' von der 24. Ordnung. 

Es giebt 54 Curven {a, a^, a'), d. h. welche eine Gerade a treffen, eine 
Ebene a osculiren, eine andere a' berühren. 

43. Um dies Resultat zu verificiren, suchen wir den Schnitt der 
Fläche 0^ mit .der Ebene aj,,. Derselbe kann nur aus Theilen von zer* 
fallenden erzeugenden Curven bestehen; bei einer solchen Curve muss an 
Steile der Osculation mit o treten, dass der Kegelschnitt die a tangirt und 
die ergänzende Grerade durch den Berilhrungspunkt geht: was wir eine 
Doppelpunktsberührung nennen können. Es kann nur der Kegelschnittsast 



128 Sturm, Erzeugnisse, Eiementarsysteme u. CharakUrUtiken 0. oub. Raumcurven. 

des Doppelpunktes berühren, weil der gerade Ast nicht in a hineinfallen 
kann, da er mindestens durch einen der vier Punkte Ä^ gehen muss. 

1) Es giebt vier Kegelschnitte durch A^^ -^2, A^^ welche a und a! 
berühren; jeder wird durch die Gerade aus A^ nach dem Berührungspunkte 
init a ergSmst; 2) durch ^1, ^27 A^ und den Punkt (aa'a^^i) geht ein Kegel-- 
schnitt, welcher die Ebene a in letzterem Punkte tangirt und seine Ergän- 
zung in der von A^ nach demselben gehenden Geraden findet; diese Curve 
geht mit a eine DoppelpunktsberUhrung, mit a! einen Doppelpunktsschnitt 
ein; 3) durch die Punkte A^A^ und (a^ an) gehen zwei Kegelschnitte, welche 
a in letzterem berühren und auch a' tangiren ; diese Kegelschnitte ergänzen 
beide die Gerade Hn. 

Nimmt man an, dass eine Schnittcurve der ersteren und drittel Art 
(mit DoppelpunktsberUhrung) y-fetch zähle, so zählt eine von der zweiten 
Art «y-fach oder 2y^fach (Nr. 41); der Gesammtschnitt von «i^s mit 0^ hat 
die Ordnung 

42y+2.2y + 3-2y = 54, 
also: 

y = 3. 

Eine ähnliche Ermittelung des Schnitts von a^^ konnte schon bei dw 
Fläche 0'^ vorgenommen werden und hätte ebenfalls zu y = 3 geführt 

44. Es ist bis jetzt nur festgestellt, dass der in einer Ebene a^» 
befindliche Theil einer Curve mit Doppelpunktsschnitt, beziehungsweise mit 
Doppelpunktsberührung beim Schnitte dieser Ebene mit den hier betrachteten 
Flächen doppelt, beziehungsweise dreifach zählt Wie eine solche Curve 
der Fläche angehört, ist damit noch nicht gesagt; es scheint, als wenn sie 
auf ihr doppelt oder dreifach liegt Doch ist mir noch nicht gelungen, 
dies sicher zu entscheiden; es scheint das in No. 27 Gefandene zu wider- 
streiten. Auch scheint ein Doppelpunktsschnitt, der an Stelle einer Be- 
rührung tritt, nicht immer die Zweifachheit der betreffenden Curve auf einer 
Fläche, zu deren erzeugenden sie gehört, zu veranlassen. Z. B. auf der 
Fläche sechster Ordnung, welche durch die Kegelschnitte erzeugt wird, 
die, durch zwei feste Punkte A und Ä gehend, zwei Gerade a, a' treffen 
und eine Ebene a tangiren (Anmerkung in No. 41) liegen in jeder Ebene 
durch AA' zunächst zwei erzeugende Curven, dann noch die Gerade AA\ 
insofern sie einem erzeugenden Geradenpaar angehört: der zweite Bestand- 
theil desselben ist die Gerade aus dem Punkte {AÄ, a), welche a^ a' trifft 
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IMeses Gbradenpaar mnss doppelt zu rechnen sein; in jeder Ebene dnrch 
A Ä wird erst die sechste Ordnung durch A A' yeryollstttndigt; in der Ebene 
des Gieradenpaars selbst liegt nur noch ein erzeugender (eigentlicher) Kegel- 
selinitt Unter den erzeugenden Curven befinden sich noch vier Geraden-» 
paltre, alle natürlich a im Doppelpunkte schneidend. Von A geht eine 
Gerade aus, die « trifft und sich mit einer von A' ausgehenden und a' 
treffenden auf a begegnet; dieses Geradenpaar und ebenso das durch Ver- 
tauschung von a und a^ (oder A und A') entstehende gehören nur einfach 
der Fläche an, in ihren Ebenen befindet sich je noch ein (eigentlicher) 
erzeugender Kegelschnitt. Femer geht durch A eine Gerade, welche a und 
n' trifft; sie findet ihre Ergänzung in der, welche ihren Durchgangspunkt 
durch « mit Ä verbindet; wird A' mit A vertauscht, so erhält man ein 
zweites derartiges Geradenpaar. Jedes derselben liegt in seiner — durch 
AA* gehenden — Ebene allein, muss also (in derselben wenigstens) doppelt 
gezählt werden. 

45. Jedenfalls aber können die oben gefundenen Grade der Viel* 
fiBtchheit fUr analoge Untersuchungen benutzt werden; wir gehen also jetzt 
daran, die Ordnung der Flächen zu ermitteln, deren erzeugende Curven 
eine Gerade a treffen und zwei Ebenen « und a' berühren, beziehungsweise 
drei Ebenen a, a', h" tangiren. Diese Ermittelung ist mir nur möglich ge- 
wesen, indem der Schnitt mit ««j aufgesucht wurde. Bei der ersteren Fläche 
befinden sich in dieser Ebene: 1) die vier Kegelschnitte durch ^i, ^27 A^^ 
welche a und «' tangiren und deren jeder durch die beiden Geraden er- 
gänzt wird, die von A^ ausgehen und ihn und a treffen; Ordnung 16 (d. h- 
multiplicirt mit der Vielfachheit); 2) die zwei Kegelschnitte durch Ai. 
A^j ^3, welche die von .^4 ausgehende, a und (ct^a^n) treffende Gerade 
achneiden und a' bertthren und die eben genannte Gerade zur Ergänzung 
haben; die Vertauschung von o und a' giebt zwei andere; Ordnung 16; 
3) zwei Kegelschnitte durch ^4,, Aj^ ^3, welche a treffen und « berühren 
und von denen jeder in jeder der beiden Geraden seine Ergänzung findet, 
welche A^ mit seinen Begegnungspunkten mit a' verbinden; die Vertauschung 
von a und a' giebt zwei andere; Ordnung 32; 4) der Kegelschnitt durch 
Ai^ ^2? ^37 welcher a und {a, a') trifft und seme Ergänzung in der Geraden 
hat, die von A^ nach seinem Schnittpunkte mit («,«') geht: er ist vierfach 
zu rechnen; Ordnung 8; 5) die Geraden Oj^, a^^ 033, von denen z. B. die 
erste durch jeden der acht Kegelschnitte ergänzt wird, die durch A^^A^ 
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gehen, a, o^ treffen und a, a' berühren*); Ordnung 24; 6) nochmalg die 
drei Geraden Hn, o», 023, indem z. B. die erste auch noch durch jeden der 
beiden Kegelschnitte ergänzt wird, die durch Aj , ^, (a^ , «) gehen, a treffen 
und a' berühren; die Vertauschung von a und a! verdoppelt die Zahl der 
ergänzenden Curven; also Ordnung 24 

Die Gesammtschnittcurve ist demnach von der Ordnung: 

16+16 + 32 + 8+24+24 = 120, 
Die Fläche der Cureen {a, a, a') ist mithin f>on der Ordmmg 120 (F"*0* 

Es giebt 120 Curven {a, a', a, a'). 

46. Auf der Fläche F'""' ist die Gerade a wmuUgfach (No. 4). Die 
Zwanzigfachheit des Punktes (a^ a^^i) ist leicht zu erkennen: es gehen durch 
ihn die fUnf vierfachen Kegelschnitte 3) und 4). Aehnliches kann bei all^ 
analogen Flächen bemerkt werden. 

Die Bertthrungscurve in jeder der beiden Ebenen ist von der 34 Ord- 
nung (No. 42). Von den Punkten A* lässt sich wiederum nachweisen, dass 
sie 68- fach sind; die Geraden a^ sind 16-fach (5) und 6)) und femer giebt 
es noch 16 nicht verfallende doppelte erzeugende Curven, welche a uweimal 
treffen (No. 25) ; ihre 32 Begegnungspunkte mit a sind 21- fach amf der Fläche. 

Eine durch a gelegte Ebene a" schneidet F'** noch in einer Curve 
100. Ordnung, die der a ausser in den eben genannten 32 Punkten noch 
68-mal begegnet; also: 

Die BerUhrungscurven der Ebenen er, a', a" mit den Curven {durch A% 
welche sie cMe drei tangiren, sind 68. Ordnung. 

Es giebt 68 Curven, welche a, a' beliebig wo, a" auf einer gegebenen 
Geraden berühren. 

47. Die Fläche der Curven {a, a', a") hat mit der Ebene «„3 gemein: 
1) Die vier Kegelschnitte durch ^1, ^3, ^3, welche a, a tangiren 

und von denen jeder durch jede der beiden Geraden ergänzt wird, welche 
seine Durchgangspunkte durch a" mit A^ verbinden; die andern Combi- 
nationeu der Ebenen a a'a*' geben noch acht solche vierfach zu rechnenden 
Kegelschnitte; also Ordnung: 96; 2) die beiden Kegelschnitte durch ^,1 
Ajj Aij welche («,«') treffen und a" tangiren und je durch die Gerade 
ergänzt werden , die von A^ nach dem Begegnungspunkte mit {a, a') geht, 



*) Chasles, a. a. 0. dieselbe Seite; auch ist leicht einzusehen, dass die Kegelschnitte 
durch zwei feste Punkte, welche eine Gerade treffen und zwei Ebenen tangiren, eine 
Flttehe achter Ordnung bilden. 
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80 wie die durch die andern Oombinaiion^i entstehenden; Ordnung: 48; 
3) die drei Geraden a», Ois^ o^j indem z. B. a» seine Ergänzung durch 
jeden der acht Kegelschnitte erhält, welche durch A^^ A^ gehen, aa'a" 
tangiren und «i, treffen*); Ordnung: 24; 4) nachmals diese drei Geraden, 
indem z. B. a,o auch durch jeden der vier Kegelschnitte ergänzt wird, die 
durch ^3, A, (oi), a) gehen und a', a" berühren, sowie durch die aus den 
andern Combinationen der Ebenen aa'a" entstehenden; also Ordnung: 72. 
Der Gesammtschnitt hat folglich die Ordnung 

96 + 48 + 24+72 = 240. 

Die Fläche der Cureen {a, a', a") ist demnach f>on der 240. Ordnung 
(F**'). Die Punkte A^ sind auf ihr 136'fach. 

Es giebt 240 Cureen (a, cc, «', a'). 

48. In ähnlicher Weise soll die Fläche der Cureen {a,a\A] be- 
trachtet werden, d. h. derer, welche a, a treffen und eine durch A gehende 
Tangente besitssen. Die Geraden a und d liegen auf dieser Fläche zehnfach 
(No. 9). Nehmen wir zunächst an, die beiden Geraden a, a' schneiden sich; 
die Ordnung der Fläche vermindert sich dann um zehn, weil die Fläche T*** 
der Curven, die durch A* und {aa') gehen und eine Tangente durch A 
schicken, sich absondert; die Geraden a, a' sind aber auch auf der restirenden 
Fläche F"' noch zehnfach. F^ sei wieder die durch a^ a' und A* gelegte 
Fläche zweiten Grades, a^ irgend eine Gerade derselben aus der Schaar (a). 
Der Kegel zweiten Grades der Tangenten durch A an Curven (2ai) hat 
mit dem Kegel aus -4 an F^ vier Gerade gemein; jede Gerade g des Com- 
plexes der Tangenten der Curven (2ai) liegt mit Oi auf einer Fläche zweiten 
Grades durch A^ und diese Fläche /^ durchschneidet also F^ ausser in Oi 
noch in einer (durch A^ gehenden) cubischen Raumcurve, welche Oi zwei- 
mal trifft. In dem Büschel zweiter Ordnung, dessen Grundeurve aus ai und 
dieser Curve besteht, giebt es zwei Flächen, welche die Complexgerade g 
berühren; dieselben schneiden in /'Curven em, welche g tangiren. Ist nun 
g eme der vier den beiden Kegeln gemeinsamen Geraden, so ist F' eine 
der beiden Flächen. Also haben sich auf F"' vier Curv^en (durch A*) ergeben, 
welche a^ zweimal treffen und eine durch A gehende Tangente besitzen; 
da sie ai zweimal treffen, so thun sie dasselbe auch mit a, hingegen a' 



*) Chasles a. a. 0.; die Fläche der Kegelschnitte durch zwei Punkte, welche drei 
Ebenen berühren, igt leicht als von der achten Ordnung zn erkennen. 

17* 
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treffen sie einmal; anf F*° liegen sie demnach doppelt Die Vertauschnng 
der beiden Schaaren giebt vier andere solche Doppelcurven. Sei femer K 
der Kegelschnitt {F^, a^^^) j so gehört derselbe zu den erzeugenden Curven 
von F"", in dem er durch jede der beiden Geraden ergänzt wird, längs deren 
der Kegel {A4K) von seinen beiden durch A gehenden Bertthrungsebenen 
tangirt wird. Da diese Berühmng der durch A an diese Curve gehendoB 
Tangente eine uneigentliche ist, so wollen wir annehmen, dass der KegeU 
schnitt am Schnitte ti-fach theilnähme, falls er blos eine ergänzende Gerade 
hätte; er nimmt dann aber wegen der doppelten Ergänzung 2ti-fach theil. 
Die Ebenen «,34, «,34, «2» führen zu ähnlichen Curven. Der Gesammtschnitt 
(F^F^) ist also von der Ordnung 48 + 20+16fi = 68+I611, die Fläche F- 
demnach von der Ordnung 34+8fi; und in dem Falle, dass a, a' nicht in 
derselben Ebene liegen, von der Ordnung 44+8«. 

Suchen wir den Schnitt mit a^^^. 

1) Durch AiA'iAi und die Spuren von o, a geht ein Kegelschnitt; 
er wird durch jede der beiden Bertthrungskanten der Ebenen durch A er- 
gänzt, welche den ihn aus A^ projicirenden Kegel berühren: Ordnung 4u 
(mit ähnlicher Bemerkung wie in No. 41); 2) seien B und b' die Pro- 
jectionen von A und a' aus A^ auf cf^^a; die Berührungspunkte der aus B 
an die Kegelschnitte des Büschels durch ^1, ^4^, A^ und (a, «j^) gelegten 
Tangenten erzeugen bekanntlich eine Curve dritter Ordnung, so dass drei 
auf b' liegen; es giebt also in dem Büschel drei Kegelschnitte, von denen 
jeder so beschaffen ist, dass von den beiden aus A^ gezogenen, ihn und die 
a' treffenden Geraden die eine mit der Tangente des Kegelschnitts im Be- 
gegnungspunkte eine durch A gehende Ebene erzeugt; so dass sie den. 
Kegelschnitt zu einer Curve mit durch A gehender (Doppelpunkts) - Tan- 
gente ergänzt; die Vertauschung von a und a' führt ebenfalls zu drei solchen 
Kegelschnitten: wir haben demnach einen Schnitt von der Ordnung 12ii; 
3) von A4 geht eine Gerade aus, welche a und a' trifft; es sei C ihre Spur 
in «,53 und c ihre Projection aus A auf diese Ebene; so giebt es einen 
Kegelschnitt durch ^,, ^ia, ^3, welcher c in C berührt; er setzt mit der 
genannten Geraden eine erzeugende Curve zusammen; Ordnung 2u; 4) die 
Gerade «12 hat den Kegelschnitt durch ^3, -^4 in der Ebene A^A^A zur 
Ergänzung, welcher o, a, a^ trifft, und da er gleich zwei durch A gehende 
Tangenten hat, so zählt diese Curve doppelt; wir erhalten so in «1,3 einen 
Schnitt sechster Ordnung; 5) die Geraden a^, a,,, 033 aber gehören auch 
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noch auf andere Weise zu erzeugenden Curven ; z. B. wird «n durch jeden 
Kegelschnitt ergänzt, der dnreh ^3 , A4 geht, a, a\ a^^ trifft und die Ebene 
{Ay 0,3) in seinem Begegnnngspunkte mit Oxi bertthrt Es ist schon irtther 
befwiesen (Anmerkung zu No. 30), dass die Kegelschnitte durch ^3, A^^ 
welche die drei Geraden a, a', an treffen, eine Fläche vierter Ordnung er- 
zeugen; auf derselben ist jede dieser Geraden einfach; eine durch on ge- 
legte Ebene, wie (^4^ 1»,)), bertthrt demnach drei erzeugende Curven dieser 
Fläche auf a»; mithin hat jede unserer drei Geraden drei ergänzende 
Kegelschnitte ; wir erhalten so durch sie einen Schnitt von der Ordnung 9fi. 
Damit ist nun der Totalsehnitt erschöpft; seine Ordnung ist 

4i>-|-12ii+2ii + 6+9i# ^ 6+27». 
Oben ergab sich die Ordnung der jetzt betrachteten Fläche gleich 44-1-8»; 
woraus hervorgeht, dass » == 2 und die Ordnung der Fläche gleich 60 ist 

Die Cumen (a, a\ A) ^ welche Bwei Gerade a und a' treffen und eine 
dmrek A gehende Tangente hesiUen, erzeugen eine Fläche 60. Ordnung 7^. 

Es giebt 60 Cureen (a, a', Ck\ A\ 

49. Die Punkte A^ sind auf dieser Fläche 34- fach, die Geraden o^ 
aehtfttdi (4) u. ö)); es giebt femer auf ihr 2.8 ^ 16 nicht zerfallende doppelte 
erzeugende Curven (No. 23), von denen je acht die Gerade a bez. a' zweimai 
treffen und in ihren 16 Begegmmgspmikten auf dieser Geraden elffache Punkte 
bewirken. Die Fläche T^ stimmt also — wenigstens in diesen Haupteigen- 
Schäften — mit F^ ttberein, so dass denn auch ähnliche Folgerungen ge- 
macht werden können. Wir gehen deshalb, um Wiederholungen zu ver- 
meiden, auf die genauere EIrforschung nicht ein: das Gesammtresultat ist, 
dass die Vertauschung der Bedingung, eine Ebene zu berühren (oder eine 
Tangente in ihr zu haben) mit der Bedingung, eine Tangente durch einen 
Punkt zu schicken, an der endlichen Zahl der Curven durch A*y welche vier 
einiachen Bedingungen unterworfen sind, bez. an der Ordnung der Fläche, 
welche von Curven durch A*y die drei einfachen Bedingungen unterworfen 
sind, erzeugt wird, und ihren Haupteigenschaften nichts ändert; doch muss 
dahingestellt bleiben, ob dies Resultat durchweg richtig ist, da ich nicht 
alle Fälle habe erledigen können. £s geht daraus hervor, dass die Ord- 
nung des Systems der Tangenten bei den Curven {aa'a")^ («o'«)? {aaa') 
ebenso gross ist wie die Klasse, nämlich bez. 60, 120, 240; soweit habe 
ich es untersucht. Für die Curven {aa'a") hat auch die Klasse, d. i die 
Zidil der Curven {aa'a"a'") noch nicht ermittelt werden kihmen: sie ist 
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venanthlich — und ebenso die Ordnung des Tangent^isystems, d. i die Zahl 
der Curven (aa'a"A) — gleich 480. Aber ebenso ist wahrscheinlich die 
Ordnnng und Klasse für das Tangentensystem von (am'A) gleich 120, für 
die Tangentensysteme von (aaA) und (aAA') gleich 240 und für die Tbxl- 
gentensysteme von (««'^4), {aAA'\ (AA'A") 480. 

50. Wir haben uns statt dessen zu einer anderen Untersuchung ge-* 
wandt, der Ermittelung des Grades des Tamgentemcamplexes der Cwrvem (ma'). 
Was die Strahlen der Bttndel A* anlangt, so ist ersichtlich, dass jeder solche 
Strahl nur in dem Punkte At selbst von einer Curve bertthrt werden kann 
(wofern er nicht ein Theil einer Curve ist) ; alle diese bertlhrenden Curven 
erzeugen ein doppelt unendliches System, wie es durch fünf Punkte geht; 
so dass fünf von ihnen sich unter den Curven (a, a') befinden. Also jeder 
Strahl eines Bündels Ai bertthrt fünf Curven. Das Resultat von No. 7 ISsst 
aber vermuthen, dass die vier fllnfifachen Kanten, welche jeder Complex- 
kegel auf diese Weise erhält, doch noch von höherer Singularität sind, indem 
wie dort eine Cuspidalität zu erwarten ist; in den Complexkegeln ähnlicher 
Art von No. 18 sind alle Kanten Doppelkanten, also sind die nach den 
A^ gehenden cuspidalen aus ihrer ausgezeichneten Stellung wieder zurück- 
getreten. 

Rechneu wir also jeden Strahl aus Af in dem Schnitte eines Complex- 
kegels mit einer durch ihn gehenden Ebene 5/ -fach; so wollen wir die 
Zahl der Complexgeradeii suchen, welche der Büschel {A, o), dessen Ebene 
durch zwei Punkte A^ z. B. At , A^ geht, ausser A (Ai , A^) enthält Es erhellt 
auf der Stelle, dass diese Geraden nur von so zerfallenden Curven («,«') 
herrühren können, dass der eine Bestandtheil in a liegt 

1) Es giebt drei Kegelschnitte durch ^3, ^, welche a, a\ a» treffen 
und auf letzterer Geraden die Ebene a = Aa^ berühren, wie schon früher 
gezeigt. Die drei Geraden, welche von A nach diesen Berührungspunkten 
gehen, sind Doppelpunktstangenten der aus a,2 und dem betreffenden Kegel- 
schnitte zusammengesetzten Curve {aa'% also gehören sie zu den gesuchten 
GeradeiL 2) Der Kegelschnitt, welcher durch -4,, ^7? die Spuren von a^j 
a, a' in a geht, setzt mit a^^ ebenfalls eine Curve (aa!) zusammen; die beiden 
Tangenten aus A an ihn bilden zwei weitere Gerade. 

Letztere sind offenbar einfach; jene vermuthlich mehrfach, sagen wir 
f^-fiach; so ist der Grad des Complexes 2.bt+Se + 2. 

51. Sei nun {A, a) ein beliebiger Busehel, a!* ein beweglicher Strahl 
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deueibem; es giebt jederzeit frier Cmnen (dmth A^), welche a" berMren tmd 
a treffen^ (No. 26)^ welche Fläche beichreibe» dieselbfi, während a** rieh dreht, 
oder wie friele ron ihnen treffen eine andere Gerade a'? 

Da die durch A* und einen festen Pnnkt von a gehenden Cnrven 
durch ihre Tangenten einen Complex sechsten Grades bilden, so ist astf der 
guuMen Flüche die Gerade a sechsfach; der Scheitel A femer ist dreifach^ 
denn von den Cnrven, welche a in ^ berühren, treffen drei die Gerade a. 

Die Cmre der Berührungspunkte der Strahlen a" mit den erzeugenden 
Cunfcn ist siebenter Ordnung j geht durch A dreimal und durch den Punkt 
{a, o) einmal, 

52. Nehmen wir aber zunächst an, die Gerade a gehe durch einen 
der Punkte A*, z. B. .^4; so giebt es nur zwei Curven, welche a nochmals 
treffen und a" berühren (No. 25), und in dem' Punkte A berührt nur eine 
Curve, welche a ausserhalb A^ nochmals trifft; also erzeugen in diesem Falle 
die Berührungspunkte mit den Strahlen a" eine Curve dritter Ordnung, welche 
ebenfalls durch {a, a) nur einmal geht 

Die Berührungspunkte hingegen der Ebene a mit den Curven (a, a\ ce) 
für dieselbe Lage von a erzeugen eine Curve siebenter Ordnung, welche 
den Punkt (a, a) dreifach enthält (No. 38). 

Beide Curven treffen sich in dem Punkte {a, a) , femer in den drei 
Punkten, in welchen die von ^1, ^27 A^ ausgehenden und a und bez. [a, 02^)9 
(a> 0134), (a^ «124) treffenden Geraden letzteren begegnen: die genannten Ge- 
raden gehören ta den a berührenden Curven der einen wie der andern Art^ 
werden aber verschiedenartig ergänzt ; z. B. die erste durch den Kegelschnitt, 
welcher durch ^42, ^3, A^ geht und die Ebene, die sie aus A projicirt, auf 
{^3^w) tangirt, zu einer Curve, welche a trifft und einen Strahl a" aus 
{a^A) zur Tangente hat; hingegen durch den Kegelschnitt, welcher durch 
A^^ J3, ^4, {a\a^^) und den Punkt geht, wo die Gerade der {ct^a^) be- 
gegnet, zu einer Curve, welche a und a* trifft und a tangirt 

Der Punkt {a, a) ist dreifacher gemeinsamer Punkt, die drei andern 
mögen ^fach zu rechnen sein; so haben beide Curven noch 18—3# = r 
Punkte gemein; in jedem dieser r Punkte berührt die a nur eine einzige 
Curve, welche die durch A^ gehende Gerade a ausserhalb A^ trifft; also 
ist die Curve, welche in ihm a tangirt, a und a' trifft, mit der Curve, die 
in ihm a mit einer durch A gehenden Tangente berührt und a trifft, identisch. 

Es giebt mithin r Curven, welche a, a' treffen (erstere ausserhalb 
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A) und einen Strahl von (a, Ä) aar Tangente haben^ oder die FlXehe dep 
Cnrven, welche einen Strahl von (Ay a) tangiren und a (außerhalb ^44) 
treffen^ hat die Ordnung r. 

Der Schnitt der Ebene a,), mit dieser FlXche besteht nur aus drei 
Kegelschnitten, die sich auf folgende Weise ergeben: die Tangenten der 
Kegelschnitte, welche durch Ai^ ^2? A^ gehen und m treffen, in ihren Sehnttt-* 
punkten mit a bilden, wie leicht jsa beweisen kt, eine Curve dritter Klaase; 
demnach liegen drei mit A und A^ in einer Ebene; die drei zugehörigen 
Kegelschnitte werden durch die Geraden aus A^ nach den Bertthrungspunkteii 
zu erzeugenden Gurven der Fläche ergänzt; seien dieselben 9-fEtch im Schnitte 
von a^ti zu rechne so ist r » 6q. Nun besteht aber der Schnitt der Fläche 
mit a aus der Bertthrungscurve dritter Ordnung und der Gurve der dritten 
Schnittpunkte; also ist q^'l^, aus 18— 39^69 und q^l folgt als einzig 
mögliche LiÖsung: s^2^ 9 = 2, wie auch aus analogen früheren Fällen eu 
erwarten war; und demnach r ^s 12. 

53. Die Fläche der Cureen, welche die beliebig gelegene Gerade a 
treffen tmd einen Strahl al^ des Bilachels (A^ a) tangiren, wird eon einer durch 
einen der Punkte A* gehenden Geraden amsserhalb derselben 9wölfmal getroffimi 
Dies mag bei der Berechnung der Ordnung dieser Fläche als GontroUe 
dienen; diese Ordnung seheint wiederum nur mit Httlfe des Schnitts in a^^ 
zu ermitteln. 

Zu den drei K^^lschnitten, welche schon in dem eben betrachteten 
speciellen Falle auf ai^ gefiinden wurden, treten noch folgende Schnitte: 
1) Der Kegelschnitt durch AiA^A^^ welcher die Projection deijenigen Oe* 
raden, welche aus ^44 kommend a und (a, a^^i) trifft, aus A auf die £%ene 
«1*13 in ihrem Begegnungspunkte mit a tangirt; er wird durch die genannte 
Gerade ergänzt und zählt doppelt; 2) die Geraden a^, «13, His, von denen 
z. B. Ai) durch jeden der beiden Kegelschnitte ergänzt wird , die in der 
Ebene A^A^A durch ^3, A^ gehen, a, a^^ treffen und a tangiren; die 
drei Geraden sind ateo doppelt zu rechnen; 3) nochmals diese drei Geraden, 
indem a^ aiich seine Ergänzung findet in dem Kegelschnitte, der durch A^ ^ 
A4 und (an^a) geht, a trifft und die Ebene Aau in dem Punkte (oi,,«) 
tangirt; dies macht wegen des Doppelpunktsschnitts die drei Geraden 
wiederum zu doppelten. 

Der ganze Schnitt ist demnach von der Ordnung 

12 + 4+6+6 = 28; 
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durch jeden der drei Punkte A^^ A^j Aj gehen in «123 vier doppelte Kegel- 
schnitte, zwei vierfoche Greraden. Folglich sind die Punkte A'^ auf der be- 
trachteten Flfiche 16-fach, wie dag auch aus dem obigen Resultate (An£ 
dieser Nummer) sich ergiebt 

Durch den sechsfachen Punkt (a^ «ns) gehen drei doppelte Kegelschnitte. 

Die Fläche der Cureen (durch A% welche eme Gerctde a treffen und 
einen Strahl eines Büschels {A, a) tangiren, ist 28. Ordnung und hat die 
Punkte Al %u Iß-fachen. Der Complex der Tangenten der Curven (2a) ist 
sweiten Grades; also giebt es auf dieser Fläche zwei nicht zerfallende doppelle 
erzeugende Curven. 

Da nun 28 von diesen Curven eine beliebige zweite Gerade a' 
treffen, so ergiebt sich: 

Die Tangenten der Curven (a^ a) erzeugen einen Complex 28. Grades, 
weil jeder Büschel 28 solche Tangenten enthält Es muss also auch 
10/+3f? + 2 = 28 sein (No. 50), woraus hervorgeht: c = 2, < = 2; ersteres 
war zu erwarten. Letzteres zeigt, dass die in No. 50 vermuthete Cuspida- 
litttt der Strahlen durch die Punkte Af in den Kegeln dieses Complexes 
thatsächlich stattfindet Die Strahlenbündel der Punkte A* sind demnach in 
diesem Complexe fünffach cuspidal. 

54. Die in^a gelegenen Tangenten der Curven (a^a^a) umhüllen eine 
Curve 28. Klasse, während ihre BerUhningspunkte eine Curve 17. Ordnung 
erzeugen. Da es 2.8 Curven (2a, a', a) und (a, 2a', a) giebt (No. 21), so 
hat diese Curve 28. Klasse 16 Doppeltangenten. Die Geraden (a, a^y) 
werden nach No. 41 von je sechs Kegelschnitten, die zu doppelten Curven 
{a,a\a) gehören, berührt; also sind diese Geraden wohl zwölflfache Tan- 
genten der Curve 28. Klasse. 

Die durch A gehenden Tangenten der Curven (a, a, A) erzeugen einen 
Kegel 28. Ordnung mit vier fünffachen Cuspidalkanten und 16 Doppelkanten, 
letztere herrührend von den Curven (2a, a, A) und (a, 2a', A). Die Be- 
rührungscurve dieser Tangenten ist 33. Ordnung; denn es liegt auf jeder 
Kante des Kegels im Allgemeinen nur ein Berührungspunkt, in der Spitze 
aber liegen fünf, weil es durch A^ und A fünf Curven (a, a) giebt. Diese 
Berührungscurve, welche also fünfmal durch die Spitze A geht, tangirt jede 
Kante A Ai fünfmal in dem Punkte A^ (wodurch sich die Cuspidalität ergiebt ; 
die Doppelkanten des Kegels gehen durch Doppelpunkte dieser Curve. 

55. In ähnlicher Weise habe ich noch gefunden, dass der Complex 
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der Tangenten der Cureen {a, a) 56. Grades uful tu ihm jeder der vier Bündel 
A* zehnfach euspidal ist. Die Curee der Berührungspunkte der Cmren (a^a^A) 
mit den durch A gehenden Tangenten ist 66. Ordnung ^ geht sehnmal durch 
den Punkt A und berührt jede der vier Geraden AAi sehnmal in dem Punkte 
A^; sowie überhaupt hier ähnliche Verdoppelungen eintreten, als sie schon 
früher zu beobachten waren. Ebenso werden weitere Verdoppelungen bez. 
Gleichheiten bei den Complexen der Tangenten der Curven (a, a'), {a^A)^ 
(o, A\ {A, A) zu erwarten sein, auf deren detaillirte Untersuchung ich jedoch 
nicht eingegangen bin. Ich breche vielmehr meine Untersuchungen, in 
denen die Charakteristiken von Elementarsystemen cubischer Raumcurven 
durch die Betrachtung von Flächen, welche durch solche Curven erzeugt 
werden, ermittelt worden sind und die, soweit es nach dieser Methode nur 
lüöglich schien, von mir ausgedehnt worden sind und von No. 38 ab zum 
Theil noch nicht recht befriedigende Deductiouen enthalten, hiermit ab, 
indem ich schon im voraus auf von Herrn Schubert auf anderem Wege 
unternommene viel ausgedehntere Untersuchungen über die Charakteristiken 
cubischer Raumcurven, zu denen die Mittheilung meiner Resultate die An- 
regung gab und welche wohl bald erscheinen werden, hinweise*). 

ZusammeDstellung der Resultate. 
a, a, A heisst: die Gerade a treffen, die Ebene a berühren, durch 
den Punkt A eine Tangente schicken; 2a: die Gerade a zweimal treffen^ 

a^: sie tangiren, o^- die Ebene a osculiren; aa, bez. a^a: die Ebene a so 
berühren, bez. osculiren, dass der Berührungspunkt, bez. Osculationspunkt 

auf der (in a befindlichen) Geraden a liegt; Aa: die Tangente durch A 

schicken, so dass der Berührungspunkt in a liegt; aA: die Ebene a berühren, 
so dass die Tangente durch A geht, oder einen Strahl des Büschels (a^ A) 



berühren; aA, bez. a^A: a ia A berühren, bez. osculiren. N bedeutet die 
Zahl der Curven, welche die in Klammer stehenden Bedingungen erfüllen. 

Curven durch fUnf feste Punkte. 

N{2a) = 1,. N{aa') = 5, N^aa) = N{aA) = 10, N{aa') = N{aA) == N^AA) = 20; 



JV(a^) = 6; iV(aa) = 2; N{aA) = 6; N{Aa) =7. 



*) Eine vorbereitende Abhandlung des Ilerm Schubert: „Die GbarakteriBÜken der* 
ebenen Curven dritter Ordnung im Raume"^ ist in den Göttinger Nachrichten für 1874 
S. 267 — 283 erschienen. 
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Curren durch vier feste Punkte. 



N(aAa) = S, N{aAa') = ß, N{a^A) = 2', 

N(2a, a', a") = 4, N[2a, a', a) = iV(2o, a', A) = 8, iV(2a, «, «') = iV(2o, a, ^) = 

iV{2a, ^ yl'j = 16, iV(2o,2a') = (oderoo'), iV(2a,«*) = 3, iV(2a, tm') = 3, 

iV(2a, ^) = 2, iV(2a, Jö) = 5 ; 

N(«', o') = 4, iV(a', «) = iV(a', ^) = 8; 

N{aa'a"a!") = 30, iV(aa'a"«) = iV(aa'a"^) = 60, N{aa'aa') = iV(aa'ay4) = 120, 

N(aaa'a") = iV(aa«'y4) = 240 ; 



N{aa'aa") = 17, iV(a«a'a') = 34, iV(«a'a"a) = 68 ; N(««'«^)= 28, iV(o«a'^) = 56, 



JV(aa'.4«) = 33, Mao^a') = 66; Nia,a'a') = 9, iV(aoV) = 27, iV(a', o'a) = 15, 



iV(o» o, «') = 18, N(a, a\ «') = 54. 

Darmstadt, Anfang April 1874. 
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lieber eine reciproke Verwandtschaft des zweiten 

Grades. 

(Von Herrn Milinowski in Weissenburg im Elsass.) 



Man gelangt zn einer reciproken Verwandtschaft des zweiten Grades, 
wenn man sich in einer Ebene drei collineare Systeme JS;,JS*|^2 denkt und 
dem Schnittpunkt X^ zweier entsprechenden Geraden x^ und Xi von JS^ und 
^1 die diesen in JS^^ entsprechende Gerade or, , sowie der Verbindungsgeraden 
a?oi zweier homologen Punkte JT,, und X^ in -2), und -2\ den diesen in -S, 
entsprechenden Punkt X^ zuordnet. Alle Geraden Xin , welche entsprechende 
Punkte X) und Xi von JS;, und JS*, verbinden, und alle Punkte Xn 9 üi denen 
sich entsprechende Strahlen x,, und Xi von JS*,, und ^1 schneiden, bilden ein 
neues System JS;„ und es stehen die Systeme -Z;,i und -2*2 in reciproker Be- 
ziehung, da jedem Punkt X^n von -Z,,! eine Gerade x, von JS,, jeder Ge- 
raden a?,„ von -Z;,i ein Punkt X^ von -2*2 und umgekehrt, jedem Punkt -X, 
von -2*2 eine Gerade x^i von -2*0, und jeder Geraden X2 von JSi ein Punkt 
Aoi in -2^1 entspricht. Es giebt im System ^o«drei Punkte, die mit ihren 
homologen in JS*, zusammenfallen, wir bezeichnen sie mit AiiiBtudn und 
nennen die ihnen in ^2 entsprechenden A2B2C2. Zunächst sind die Fragen 
zu beantworten, wenn ein Punkt oder eine Gerade in einem der reciproken 
Systeme nach einem bestimmten Gesetze sich bewegt, nach welchem Ge- 
setze bewegt sich die entsprechende Gerade oder der entsprechende Punkt? 

Ein Punkt durchlaufe eine Gerade g; wir bezeichnen ihn, jenachdem 
er zu -2;„ oder JSi gerechnet wird, mit P^ oder ^2- Der Punkt P,n »oll 
mit -Xi, oder y, bezeichnet werden, jenachdem man ihn zu -2*^ oder JSi 
rechnet Wenn Xi die Gerade g durchläuft, so durchläuft der ihm in -2*1 
entsprechende Punkt Jf, eine Gerade g^] der dem letzteren, als Y, an- 
gesehen, in -2,, entsprechende Punkt Y,, durchläuft eine andere Gerade g^ 
und es sind die Punktreihen X^iVi)... oder Pm... und -Y,... und Y^... in 
projectivischer Beziehung. Daher haben alle Geraden X^X^ einen Kegel- 
schnitt [ggi] und alle Geraden Y^^Y^ einen anderen [ggii\ als Enveloppe. 
Die Geraden -Xi-X,, und V^yi, welche in -2*, und -2,, einander entsprechen 
und die wir demgemäss mit pi und p„ bezeichnen wollen, haben in ^2 als 
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enteprechende Gerade p^ und es mlisseii alle Geraden p2 als Enveloppe 
einen KegelcK^hnitt yi haben. Da die KegelBchnitte [ggo] and [jggi] die 
Geraden a^nlhnCin berllhren, welche in JSt^ und ^i sich selbst entsprechen, 
so muss yl die Geraden (hb^c^^ welche jenen drei Geraden in ^ ent- 
sprechen, zu Tangenten haben. Die Tangenten p^ sind dabei projectivisch 
auf die Tangenten p^ oder px und daher auch auf die Punkte Pm bezogen. 
Von ihnen treffen drei die homologen Punkte von g^ so dass es auf jeder 
G^eraden g nur drei Punkte Foi von ^oi gi^bt, welche auf den ihnen in JS^ 
entsprechenden Geraden p, liegen. Alle solche Punkte erfüllen somit eine 
Curve K^ dritter Ordnung. Die erhaltenen Resultate fassen wir zusammen: 

Allen Punkten von JS|n , welche in einer Geraden liegen, entsprechen in 
^ prcjjectivisch die Tangenten eines Kegelschnitts yl, welcher drei feste Gerade 
n^isCj berührt. — Alle Punkte ron ^nj welche auf den ihnen in 2^ ^^t" 
sprechenden Geraden liegen, erfüllen eine Curve IC dritter Ordnung oder in 
bekannterer Fassung: Alle Punkte, in denen sich drei homologe Strahlen der 
drei coUinearen Systeme ^u^^i^ schneiden, liegen auf einer Curve K^ dritter 
Ordnung. Diese geht durch die drei festen Punkte AinBoiQn und durch sedks 
andere AinBinC^fiAi^BnCii, in denen entsprechende Punkte von ^2^ und S^£^ 
Zusammenfallen. 

Allen Geraden von ^in, welche sich in einem Punkt sclmeiden, ent^ 
sprechen projectivisch die Punkte eines Kegelschnitts T^, welcher durch drei 
feste Punkte A2B%C2 geht, in denen sich die Geraden 0362^2 schneiden. — 
Alle Geraden von ^m, auf denen die ihnen in JS2 entsprechenden Punkte 
liegen, haben als Enveloppe eine Curve K^ dritter Glosse oder: Alle Geraden, 
auf welchen drei homologe Punkte der drei coUinearen Systeme J^i^i^S^ 
liegen, werden von einer Curve K^ dritter Classe umhiMt, welche die Geraden 
OmbtnCiHainbtnCoiai2bi2Ci2 berührt, in denen entsprechende Gerade der Systeme 
S(iJSiSS2 zusammenfallen. 

Wir zählen jetzt den Punkt, welcher die beliebige Gerade g durch- 
läuft, zu ^ und bezeichnen ihn mit Q2] jedem Punkt Q2 entsprechen in So 
und ^1 zwei Punkte ^0 und ^1, deren Verbindungslinie 9,» die dem Punkt 
^2 in ^1 entsprechende Gerade ist Wenn ^2 die Gerade g durchläuft, so 
bewegen sich Qo und ^1 auf zwei anderen Geraden g^t und g'i und be- 
schreiben auf ihnen projectivische Punktreihen, so dass also die Envelofipe 
der Geraden ^^i ein Kegelschnitt xfn ist, welcher auch die Geraden ou^bi^n 
berührt. Die Tangenten q^n von x^n sind aber auch in projeetivisdicr Be- 
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Ziehung zu den Punkten Qi von g und es gehen also im Allgemeinen drei 
von ihnen durch die entsprechenden Punkte, so dass also alle Punkte von 
-Zi j welche auf den ihnen in -2;,i entsprechenden Geraden liegen, eine Gurve 
^ dritter Ordnung erfüllen. Es folgt also: 

Allen Punkten von 2^, welche in einer Geraden g liegen, enlspreehem 
in ^01 projectieisch die Tangenten eines Kegelschnitts x^i, welcher die drei 
Geraden OoiöoiC^n berührt. — AUe Punkte van ^2, welche auf den ihnen in 
JSiji entsprechenden Geraden liegen, erfüllen eine Curte ^ dritter Ordnung, 
welche durch die Punkte A^ B2 C2 ^^d auch durch A^ JS^» Q^ A^n B^ Ci^ geht oder 
die Punkte eines von drei colUnearen Systemen, welche mit den ihnen ent-- 
sprechenden in einer Geraden liegen, erfüllen eine Curve S^ dritter Ordnung. 

Allen Geraden von 2^, welche sich in einem Punkt schneiden, entr- 
sprechen projectieisch die Punkte eines Kegelschnitts K^i, welcher durch 
ÄnBmQn 9^ht. — AUe Geraden von ^3^ welche durch die ihnen in ^^ ent^ 
sprechenden Punkte gehen, werden von einer Curve ^3 dritter Classe einr 
gehüllt, welche die Geraden a2&2C2a^j2 6(|}Cioai2 6,2Ci2 berührt oder die Geraden 
eines von drei colUnearen Systemen, welche mit den ihnen entsprechenden dem-^ 
sMen Schnittpunkt haben, haben als Enveloppe eine Curve ^3 dritter Klasse. 

Wenn CJ eine Curve n^^^ Ordnung und »(»—1)^®' Classe von JBi 
ist, welche Curve entspricht ihr in -2;,,? Einem Punkt X^ von CJ ent- 
sprechen in -2;, und S^ die Punkte -Xo und Xt und in -5;,! deren Verbin- 
dungslinie a?oi ; wenn nun X^ die C^ durchläuft, so durchlaufen auch Xq und 
Xx zwei Curven CS und Cf n^^ Ordnung und ii(i»— 1)^^ Classe und die der 
Curve C5 entsprechende Curve K^i ist die Elnveloppe der Geraden x^* 
Ziehen wir durch einen Punkt P,, von ^i beliebige Strahlen, so entsprechen 
ihnen in ^1 projectivisch die Strahlen durch einen Punkt Fi ; die Strahlen- 
bttschel (Po) nnd (PO erzeugen einen Kegelschnitt [P«Pi], welcher C? in 
2it Punkten schneidet, und da die Verbindungslinie irgend eines dieser 
Punkte mit P,, die Curven CJJ und Cf in entsprechenden Punkten JT,, und Xi 
schneidet, so lassen sich von jedem Punkt P^ an K^^ 2» Tangenten ziehen. 
Der Punkt P«, bewege sich auf einer Geraden ^0, dann bewegt sich auch 
Pi auf einer Geraden gi und die Kegelschnitte [PoP^] bilden ein Btlschel 
mit den vier Grundpunkten An Boi Qn (^o^i)- Von diesen Kegelschnitten be- 
rühren fi(fi+l) die Curve 0,1 und daraus folgt, dass ^, mit £;nfi(ii-t-l) 
Schnittpunkte hat Rtlcken wir mit Po in die Gerade Oui? so rückt auch 
Pt auf a^n und der Kegelschnitt [PoPi] reducirt sich auf die Gerade a^ und 
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eine andere a, welche €? in m Punkten schneidet; daraus folgt, dass »ich 
Ton Po nur n Tangenten an ITo, ziehen lassen und dass also thn eine »-fache 
Tangente von ^oi i^t. Dasselbe gilt von boi und Ctn» 

Wir fassen C^ als Tangentengebilde auf und suchen die ihr in JSt^i 
entsprechende Curve Kln. Die Ordnung derselben ist 2»(ii— 1), die Classe 
»(2»-l), da C5 3«(«-2) Wendepunkte und ^(«-2)^-9») Doppeltan- 
genten hat Berührt Kin die (^ in Xo, so muss Kii die C" im coUinear 
entsprechenden Punkt X^ berühren, und berührt Äi,i die Cj in Yj, so muss 
JSCn die CJJ in y,, berühren. Die Curve Kln hat die Punkte ^nJ^wCn zu 
«(«—1) fachen Punkten. 

Wenn die Tangente in -X,, an CS durch den entsprechenden Punkt 
Xi von Cj geht, so berührt auch £in die Ql in Ai,. Um die Anzahl dieser 
Berührungspunkte zu finden, nehmen wii- zwei entsprechende Punkte A^ 
und A; allen Strahlen x^... durch A^ und ihren Schnittpunkten JT,,... Jß''^ ... 
mit Ql entsprechen alle Strahlen Xi... durch A^ und ihre Sc^hnittpunkte 
X[...X[''\ . . . mit CJ. Jedem Strahl «i, lassen wir die n ersten Polaren der 
fi Punkte X[...X['*^ bezüglich C," entsprechen, dann ist das Büschel ^(ajo..-) 
mit der Reihe dieser Polaren in ( 1, n) gliedriger Beziehung und der Ort der 
Schnittpunkte homologer Elemente ist eine Curve von der n^^^ Ordnung, 
welche A^ zum M-fachen Punkt hat und C7f in n^ Punkten schneidet Trifft 
nun die erste Polare von X, gerade den Punkt -X^, so ist X) ein Berüh- 
ningspunkt von Ki^ und Ql. Diese Polare kann aber ebensogut jeden der 
andern «—1 Punkte X{l...X^^ treffen, welche auf dem Strahl a\, von ^ 
liegen, in denen der jener Polare entsprechende Strahl die Curve Co schneidet, 
und deshalb muss die erhaltene Zahl n^ durch n dividirt werden, so dass 
es n^ Berührungspunkte von K^^ niit C^ und ebensoviel mit C,* giebt In 
den fi^ diesen collinear auf C? und Qi entsprechenden Punkten, werden diese 
Curven von Äj» berührt. 

Hat Ci einen («—1} fachen Punkt -^2, so hat die ihr in Sin ent- 
sprechende Curve die Verbindungslinie der dem Punkt ^2 in ^0 nnd S^ 
collinear entsprechenden Punkte J^^ und J^ zur (n—l) fachen Tangente und 
die drei Geraden a^n ? &01 9 ^)t zu »-fachen Tangenten ; ihre Classe ist 2n und 
ihre Ordnung «(2»— 1). Die Anzahl ihrer Berührungspunkte mit jeder der 
Curven Co und C? findet man gleich 3i»-~2 auf die oben angegebene Art 
Denn sind wieder J„ und Ai zwei einander collinear entsprechende Punkte 
von S^ und J^i, x^^ und x^ variable entsprechende Strahlen, welche Co und 
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C; in den Punkten X-*^**^ und X't...X{''^ achneiden, so ist der Ort der 
Schnittpunkte der ersten Polaren von X'i...X[''^ bezüglich C» mit o^, eine 
Cnrve der w^*«» Ordnung, welche A^ als i»-fachen, ^/„ als «(n— 2) fachen und 
ausserdem auf Ai)Ji) noch einen (n — l) fachen Punkt hat Dieser Ort 
schneidet C" ausser in Ji) noch in «(«^— »(n— 1)(«— 2)) oder ii(3ii— 2) 
Punkten, und wenn wir diese Zahl durch n dividiren, erhalten wir für die 
Zahl der Berührungspunkte 3» — 2. 

Zu dieser Zahl gelangen wir auch auf eine etwas andere Art, welche 
gleichzeitig das eingeschlagene Verfahren und namentlich die Division von 
«(3«— 2) durch n rechtfertigt. Die Strahlenbüschel Ju{Xfi...) und Ji{xi...\ 
welche sich coUinear entsprechen, schneiden die Curven Cff und C? in pro- 
jectivischen Punktreihen A»... und Xi... Jedem Punkt Xi lassen wir die 
erste Polare von A<, bezüglich 0» entsprechen, so ist die Reihe der Polaren 
in projectivischer Beziehung mit der Punktreihe Ai,...; der Ort der Schnitt- 
punkte homologer Elemente ist eine Curve der 2»*«° Ordnung, welche Q 
ausser in 4) noch in 2ii^— (»—1)(2»— 1) oder 3»— 2 Punkten schneidet 
Als Resultat folgen die Sätze: 

Einer Curce C; «'«*" Ordnung, «(«— 1)^«^ Ckuse eon -S, entspreckem, 
jenachdem man sie als Punkt- oder Tangentengebilde betrachtet, zwei Cmren 
Kqi und lCi)i 9on den Glossen 2n und n(2n—l), eon den Ordnungen fi(i&+l) 
und 2n{n—l), con denen jede die der Curee Cj in ^o und JSi coUinear ent- 
sprechenden Cureen Q^ und C? in n^ Punkten berührt und sswar entsprechen 
den Berührungspunkten eon Kin mit C," oder Ci colUnear die Berührungspunkte 
eon Koi mit Cr oder CT,. Die Curee ffoi hat die drei Geraden aui6oiCin isv 
n- fachen Tangenten und die Curre Kin hat die drei Punkte ^ui^mQii ^ 
n{n—l) fachen Punkten. 

Hat C? einen {n—1) fachen Punkt J2y so hat ifoi ausser den drei 
n-fachen Tangenten o^n^oiC,,! noch eine (n—l) fache Tangente, welche die dem 
Punkt Ji in ^o und ^i coUinear entsprechenden Punkte ^o und J^ verbindet; 
in diesem Fall ist ffot eon der 2n^^ Classe und i»(2fi— 1)'^ Ordnung und be- 
rührt jede der Curven CH und Q in Sn—2 Punkten. 

Den Punkten der Curve Ä^, wenn man sie zu -2*2 rechnet, entsprechen 
in -2J, nnd -5*1 coUinear die Punkte zweier anderen Curven dritter Ordnung, 
^) und 9^t und zwar so, dass je drei einander in ^^iJS*^ coUinear ent- 
sprechende Punkte in einer Geraden Uegen. Alle diese Geraden werden 
von der Curve K^ umhüllt, und es erscheint somit K^ als Enveloppe der 
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Geraden, welche homologe Punkte von projectivischen Punktreihen auf 
irgend zwei der drei Curven ^Äf,^, z. B. ft'Äf,, verbinden. Diese Enve- 
loppe E ist von der sechsten Classe, zedilllt aber, da die Punkte AinBtnCiQ 
beiden Curven gemeinsam sind und sich selbst entsprechen, in diese drei 
Punkte und in die Curve A3. Von den neun Punkten, in denen E jede 
der Curven ^ und ^1 berflhrt, fallen drei in die Punkte Ain B^n Qn , so dass 
also K3 jede dieser Curven in sechs Punkten berührt und in sechs anderen 
schneidet Ebenso schliessen wir, dass K^ auch die Curve ^ in sechs 
Punkten berührt Da A3 die Enveloppe der Geraden ist, welche in JS;,i 
den Punkten von Ä^, wenn man diese Curve zu -2^ rechnet, reciprok ent- 
sprechen, so können wir folgern: 

Die Curve K^ entspricht in ^„ reciprok der Curee ß^ in ^2 ^tnd he- 
rUkrt diese Cnree, sowie auch die ihr in 2^ und ^i coUinear entsprechenden 
Curten ^ und ^ je in sechs Punkten. — Die Curve K^ entspricht in ^„1 
redprok der Curve ^3 i» ^2 und berührt diese, sowie auch die ihr in JS;, und 
£1 coUinear entsprechenden Curven je in sechs Punkten. 

Ist (£,M eine Curve n^^ Ordnung von -^in, so muss man, um die ihr 
in ^2*2 entsprechende Curve zu finden, (S^n zu JS^ rechnen; ihr entspricht in 
JSi eine Curve ffi?, deren Punkte in projectivischer Beziehung mit den 
Punkten von ®5i stehen. Die Enveloppe (S der entsprechenden Punkte ist 
eine Curve der 2»*®° Classe, n{n + l)^^^ Ordnung, welche jede der beiden 
Curven (SZi und @^7 in n^ Punkten berührt Rechnen wir (S zu ^i , so ent- 
spricht ihr in -Si eine Curve Äj, welche von derselben Classe und Ord- 
nung ist, und die der Curve @^7 in ^ entsprechende Curve @^ in n^ Punkten 
berührt. Da (S die Geraden aui^iuein zu «-fachen Tangenten hat, so sind 
ehlhCi ftuch n-fache Tangenten von ^2. — Fassen wir (£Si als Tangenten- 
gebilde auf, so entspricht ihr in -^2 eine Curve fti von der »(2«— 1)^®° Classe 
und der 2«(i»-l)^'* Ordnung, welche auch ^ m n^ Punkten berflhrt und 
die drei Punkte A2B2C2 zu fi(i»—l) fachen Punkten hat Es folgt: 

Einer Curve (£,n n^^ Ordnung, i»(i»— 1)'^ Classe von JSin entsprechen, 
jenaehdem man sie als Punkt- oder Tangentengebilde betrachtet, »trei Curven 
Sti und ^'29 ^on den Classen 2n und n{2n—l), von den Ordnungen »(«+1) 
uih4 2fi(ii— 1)^ von denen jede die Curve f&i in n^ Punkten berührt, welche 
in ^ der Curve (£,u entspricht, wenn man diese tue «ti ^j gehörig betrachtet. 
JHe Curve ^2 hat aib^c^ ^u n- fachen Tangenten und %^ hat AiBiCi bu 
n{nr-l) fachen Punkten. 

Joornal för Mathematik Bd. LXXIX. Heft 2. 19 
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Durch einen Pnnkt P seien ^o nnd ^i die beiden einander coUinear 
in Sit nnd Si entsprechenden Geraden; ein Kegelschnitt x dnrch P nnd 
AiiiBi^Qn schneidet q^ und qi in zwei homologen Punkten /to nnd R^ von 
JS;, nnd ^1, so dass also die Btlschel A(^)iJ?m^oi^--) und Ai(i4oiiRii Ctn/^.-O 
in projectivischer Beziehung stehen. Den Büscheln (Ä,,) nnd (Äi) von So 
und ^1 entspricht in JE*) ein Btlschel (i^) projectivisch und dieses ist also 
auch in projectivischer Beziehung mit dem Kegelschnitt x, und die drei 
Punkte von x, durch welche die entsprechenden Strahlen von R^ gehen, 
sind Punkte von K^. Alle Kegelschnitte x... des Btlschels (AinBo^QnP...) 
schneiden ^n und q^ in projectivischen Punktreihen Rh... und A,..., denen 
auf dem Strahl q^ von -Sj die projectivische Punktreihe Äj... entspricht 
Jeder Kegelschnitt x... ist dabei in projectivischer Beziehung mit dem ent- 
sprechenden Büschel (As), von dessen Strahlen drei durch die entsprechenden 
Punkte von x gehen; diese sind wieder Punkte von K^ und wir erhalten 
auf diese Art alle Punkte von K\ -- Statt des Systems JE*,, wählen wir 
ein anderes zu JS*, coUineares System S!^ und bestimmen die collineare 
Beziehung dadurch, dass AinBinQn &!» Tripel gemeinschaftlicher Punkte 
bleibt, dass aber dem Strahl qi von ^i ein Strahl q[) von JEI^ entspricht, 
der auch durch P geht Das Kegelschnittbttschel x... schneidet dann fi 
und q'o in den projectivischen Punktreihen A,... und A(')..., also ist auch 
( A,'). . .) 7\ ( J^ • • •)• ^^^ Strahlen A, ( J„i A,« Ci . • .) entsprechen dieselben Strahlen 
im Büschel (A,), wie vorher, da die collineare Beziehung der Systeme -2i 
und ^7 ungeftndert geblieben ist; daher ist die projectivische Beziehung 
zwischen den Punkten von x und den Strahlen von A, auch dieselbe; die 
Punkte von x, durch welche die entsprechenden Strahlen von Aj gehen, 
sind also auch dieselben, also Punkte von K^^, und es ist demnach K^ auch 
der Ort der Punkte, in welchen sich drei homologe Strahlen der drei col- 
linearen Systeme ^^JS^S^ treffen, oder wenn man aus JSl^ und ^i, wie obeft 
angegeben, ein zu JS^ reciprokes System -Slli herstellt, der Ort der Punkte 
von -2)1,, welche auf den ihnen in -Zi entsprechenden Geraden liegen. Da 
9o ein beliebig gewählter Strahl durch P war, so folgt, dass auf dieselbe 
Art unzählig viele zu ^i und 2^ collineare Systeme JSllJS!^*... hergestellt 
werden können von der Beschaffenheit, dass der Ort der Schnittpunkte der 
homologen Strahlen von 21^2,^2^^ J^ll'JS^JS^^ ... stets dieselbe Curve K^ 
ist und dass es unzählig viele zu 2^ reeiproke Systeme JS*/,!, JEln', . . . gieM 
von der Lage, dass die Punkte derselben, welche auf den ihnen in S^ ^t* 



Milinowski, über eine reciproke Verwandtschaft des zweiten Grades. 147 

sprechenden Greraden liegen, Punkte von K^ sind. Wie leicht ersichtlich, 
ist der Ort der Punkte, in welchen sich die homologen Strahlen von irgend 
ir^ der Systeme ^o^i^^^l'JS;!''... treffen, stets dieselbe Curve K\ Man 
kann nun irgend zwei dieser Systeme z. B. ^»X festhalten und JCi sich 
auf die angegebene Weise verändern lassen, man erhält dann neue zu den 
vorhandenen collineare Systeme ^^JS^'...^ die sämmtlich die Eigenschaft 
beaitzen, dass wenn man aus allen so erhaltenen collinearen Systemen irgend 
drei heraus nimmt, die homologen Strahlen derselben sich stets auf K^ 
treffen, auf welcher also auch die gemeinschaftlichen Tripel von irgend 
zwei dieser collinearen Systeme liegen, so dass also K^ als Ort der ge-- 
memsdutßliehen Tripel der unendlich eielen collinearen Systeme erscheint. 

Auf jedem Kegelschnitt x, der durch eines dieser Tripel geht, liegen 
noch drei Punkte von K^^ welche die Eigenschaft besitzen, dass sie mit 
jedem anderen Tripel stets auf einem Kegelschnitt liegen. Wir fassen solche 
drei Punkte auch als ein Tripel auf und nennen dieses ein Tripel zweiter 
Art, während ein solches, das aus drei Doppelpunkten zweier collinearen 
Systeme besteht, Tripel erster Art heissen soll. Es ergiebt sich dann un- 
mittelbar, dass jedes Tripel der ersten Art mit jedem der zweiten Art auf 
eiuem KegekchtUtt liegt. 

Wir nehmen nun an, P sei ein Punkt von K^, in dem sich also drei 
antspiechende Strahlen a^Uiai von JS;i^,JS^ treffen; indem wir P zu £2 
rechnen, bezeichnen wir ihn mit Ti,. Ihm entsprechen dann auf a^^ und ai 
die Punkte jR» und /2i; die coUüiear sich entsprechenden Büschel (jR,,) und 
(Ai) erzeugen einen Kegelschnitt x durch AknB^nCinR7» Legt man durch 
At irgend eine Gerade a^i? welche x in R[i schneidet, so ist durch die Punkte 
AmBtnQn als gemeinschaftliches Tripel und Ri)Ri als homologe Punkte eüie 
eoUineare Beziehung zwischen zwei Systemen ^) und ^, hergestellt Wird 
ai, Tangente an x, so fällt Kt mit R2 zusammen und A, ist dann ein Punkt 
des gemeinschaftlichen Tripels von X) und JS^^ so dass also jeder Punkt 
von K^ als ein Punkt eines gemeinschaftlichen Tripels zweier der collinearen 
Systeme angesehen werden kann, deren homologe Strahlen sich in den 
Punkten von K^ treffen. Da für den Kegelschnitt x jeder andere des 
Mschels (ÄiiAtnCoiAj) genommen werden kann, so erhalten wir stets andere 
zu ^2 collineare Systeme, von deren mit JS'2 gemeinschaftlichen Tripel- 
ponkten der eine stets nach A2 ftlUt. Daher kann jeder Punkt R^ als ein 
Punkt unzählig eieler Tripel der ersten Art angesehen werden. 

19* 
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Legt man durch irgend zwei Tripel erster Art, etwa AnBmQn und 
A^f^B^tiQn^ Qiid einen Punkt P von K^ Kegelschnittbttschel und lässt je zwei 
Kegelschnitte dieser Büschel einander entsprechen, welche K^ ausser in P 
noch in denselben zwei Punkten Q und R schneiden, welche mit P ein 
Tripel zweiter Art bilden, so sind die beiden Bttschel in projectivischer 
Beziehung, so dass also K^ durch zwei projeetieieche KegelechnUlbüeehd er- 
zeugt werden kann^ wenn ein Gmndpunkt in beiden derselbe ist und die anderen 
drei in jedem Büschel ein Tripel erster Art bilden. 

Sind FQ'R' und F'Q"R" zwei Tripel zweiter Art, A wieder ein 
Punkt von K^, so kann K^ auch durch zwei projectivische Kegelschnitt- 
bttschel mit den Grundpunkten (FQ'R'A) und {P"Q"R"A) hergestellt werden, 
wenn wieder zwei solche Kegelschnitte der Bttschel einander entsprechen, 
die K^ noch in denselben beiden Punkten B und C schneiden, welche mit 
A ein Tripel erster Art bilden. — Die Punkte FQ'R' und F'Q"R" seien 
gemeinschaftliche Tripel zweier collinearen Systeme -2*" JE" und JT^JE*", 
deren coUineare Beziehung dadurch festgestellt wird, dass drei durch A 
gehende Gerade (fa'a" einander entsprechen sollen und zwar soll o** die- 
jenige Gerade sein, auf der sich die Büschel {FQ'R'A) und {F'Q"R"A) 
ausser auf IC schneiden. Zwei entsprechende Kegelschnitte x' und x" dieser 
Bttschel schneiden diese drei Geraden, in drei homologen Punkten II ^11' IT" 
von JS^JS'S"; in diesen Systemen haben wir drei projectivische Strahlen* 
bttschel (/i"), (//'), (//"); von ihnen erzeugen (IT) und (//') den Kegel- 
schnitt X, (/7") und {II") den Kegelschnitt x". Diese beiden Kegelschnitte 
schneiden sich ausser in /7" noch in drei Punkten ABC, welche ein Tripel 
erster Art bilden. In jedem dieser Punkte schneiden sich aber drei homo- 
loge Strahlen der Systeme 2:^^2'2:'\ also haben wir das Resultat, dass K^ 
auch der Ort homologer Strahlen dreier Systeme ^'^'JS"' ist, von denen 
-2^* -2" und J^'^JS"' als gemeinschaftliche Tripel je ein Tripel zweiter Art 
haben, dass also Tripel erster Art und zweiter Art bei diesen Systemen 
sich vertauschen und dass also ein Tripel erster Art in den Systemen 
-2;,-2:,JS*, ein solches zweiter Art in den Systemen ^"^'JS"' und umgekehrt 
ist Aus diesen letzten drei collinearen Systemen kann man wieder andere 
ihnen collineare ableiten und es ergiebt sich somit als Resultat, dass es 
zwei Reihen von unendlich vielen collinearen Systemen giebt, die so be- 
schaffen sind, dass sich die homologen Strahlen aller Systeme der einen Reihe 
sowohl, wie der anderen in den Punkten eon K^ schneiden. 
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Sind Ain Bin Qn und An SSoi ßm irgend zwei Tripel erster Art mit einem 
gemeinscliaftlichen Punkt, so ist durcli dieselben ein Kegelschnitt o,,, be- 
stimmt Da jeder Kegelschnitt durch ein Tripel erster Art IP noch in 
einem Tripel zweiter Art schneidet, so muss am die ,K^ entweder noch in 
einem Punkt P schneiden und dann bilden ^n^nP sowohl, wie BtnQnP 
ein Tripel zweiter Art, oder a^n muss tP in Am berühren. WÄre das erstere 
der Fall und SÄn (Ku P noch ein Tripel zweiter Art, so ist durch die fünf 
Punkte S3üi ©m SSIn 6,'n P wieder ein Kegelschnitt n bestimmt, der K^ entweder 
in einem Punkt ^ schneiden oder in P berühren muss. Wenn er in $1 
schnitte, so wäre ^ SSm Sin ein Tripel erster Art, und dies ist nicht möglich, 
da Ain S3in @in ein solches ist und es zu zwei Punkten nur einen dritten geben 
kann, welcher mit ihnen ein Tripel erster Art bildet; wenn n die K^ in P 
berührte, so wäre P S3.m ffii,, ein Tripel erster Art, was wieder nicht möglich 
ist, also kann Om ausser AoiBinCtn^a^ui init K^ keinen Punkt gemein haben 
und daher muss er,,! die Curye\K'^ in A» berühren. Daraus folgt, dass jedes 
der Tripel erster Art auch als eines zweiter Art angesehen werden kann, 
weil jeder Kegelschnitt durch ein Tripel erster Art die K^ noch in einem 
solchen zweiter Art schneidet, und weiter folgt, dass zwei Tripel erster Art 
oder zwei Ttipd zweiter Art stets auf einem Kegelschnitt liegen. 

Es sei x^n ein beliebiger Kegelschnitt durch das Tripel AinBinQ^y 
welcher K^ in Atn berührt; es seien femer ^„SJj,©,,, drei andere Tripel- 
punkte und die Kegelschnitte des Büschels (AnÄn^i^n) sollen sämmtlich 
K^ in ^ui berühren. Sie schneiden x^i in den Punktpaaren einer Involution, 
deren Centrum J sein mag, dann ist J der Schnittpunkt von BinQn mit 
!6oi @iii 9 denn es giebt einen Kegelschnitt des Büschels, welcher durch jff,„ Q^ 
geht und das Geradenpaar (^ji^n? ^(ii@n)i) gehört auch zu den Kegelschnitten 
des Büschels. Der Kegelschnitt ;f(H schneidet aber K^ noch in zwei Punkten 
^1 ^n 9 welche mit A,n ein Tripel bilden, und da es im Büschel einen Kegel-^ 
schnitt giebt, welcher durch SSoiSm geht, so geht auch die Verbindungslinie 
dieser Punkte durch J, so dass sich also in J die drei Geraden B^Qn^ 
JSbt^n? ^'m^'m Schneiden. Wählen wir statt S3(n(S^ii irgend zwei andere 
Punkte, die mit A^n ein Tripel bilden, etwa S3(n ^Vi ? und ebenfalls ein neues 
Büschel von Kegelschnitten (J„, AiS3oi(5iM), welche auch K^ in A^^ berühren, 
so lässt sich zeigen, dass auch S3m(£,Vt durch J geht Daraus folgt dann, 
dass die Verbindungslinien aller Punktpaare, welche mit demselben Punkt 
Tripel bilden, sich in einem Punkt schneiden, der ebenfalls auf K^ 
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mms, weil es einen Punkt J' giebt von der Beschaffenheit, dass AnJJ' ein 
Tripel bilden. 

Sollen Arn B(n 0,11 ^n^n^u? ^io^«)CtMi die Eckpunkte absoluter Polar- 
dreiecke in Bezug auf Kegelschnitte sein, so giebt es nur einen Kegel* 
schnitt iSTi, in Bezug auf welchen die beiden ersten Tripel Eckpunkte ab- 
soluter Polardreiecke, ebenso nur einen ffi, für den dasselbe in Bezug auf 
die beiden letzten Tripel und ebenso nur einen ffo, für den dasselbe in 
Bezug auf das erste und dritte Tripel gilt Demnach haben die Kegel- 
schnitte Ko und ^1 das Tripel AmBrnQn^ K^ und K2 das Tripel Äi^Bx^Cix^ 
K2 und Ki) das Tripel A^^^BwCTn als gemeinsames absolutes Polardreieck 
oder nach Stehler als gemeinschaftliches Tripel. Sind Bl^ (Xn , ^m ^ ? • • • 
solche Punkte, die mit Ain Tripel Mlden, so erhalten wir auf dieselbe Art an- 
dere Kegelschnitte KoKo... und K^Ki',..^ welche mit K2 entweder ^sofii^C^ 
oder AnBnCn als gemeinsames absolutes Polardreieck haben. Da nun 
Bin Qu 1 Bin Ctu 7 ^ü'i Cfii , • • • Bich in einem Punkt J schneiden, so haben alle 
Kegelschnitte KoK^KÖ'... die Punkte Ai^ und J zu conjugirten Punkten. 
Da sie ausserdem AnB^nCm als gemeinschaftliches absolutes Polardreieck 
haben, so bilden sie ein BUschel und dasselbe gilt von den Kegelschnitten 
KiK[K^... . Beide Büschel haben jK, als gemeinschaftlichen Kegelschnitt und 
gehören demnach dem Netz von Kegelschnitten an, welches durch die drei 
Kegelschnitte K^K^K^ bestimmt ist, woraus dann folgt, dass die Curee K^ die 
Tripeleuree des ton diesen drei Kegelschnitten bestimmten KegekchniUnel^es ist 
(cf. Steinern Vorlesungen herausgegeben von Schroeter. Th. U. §. 62). 

Die erhaltenen Resultate fassen wir zusammen: 

Die Curee K^ ist der Ort der Schnittpunkte homologer Strahlen ean 
unendlich eielen coHinearen Systemen und gleichzeitig der Ort der je i^weien 
dieser Systeme gemeinschaftlichen Tripel, Jeder Punkt der Ebene kann als 
ein Tripelpunkt von unendlich vielen Tripeln angesehen werden^ durch zwei 
Punkte aber ist ein einziges Tripel bestimmt. Irgend zwei Tripel liegen muf 
einem Kegelschnitt und die Geraden, welche die Punktpaare verbinden, welche 
emen bestimmten Punkt als dritten Tripelpunkt haben, schneiden sich in einem 
Punkt von K^. Diese Curve kann auch angesehen werden als Tripelcurve 
eines Kegelschnittnetzes. 

Wenn man K^ zum System JSjji rechnet, so entspricht ihr in JS*}, wie 
oben gezeigt ist, die Curve K^. Die reciproken Beziehungen zwischen beiden 
Curven ergeben für die letztern folgende Sätze: 
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Zieht man am fiwd beliebigen Punkten an K^ die je drei Tangenten, 
so berühren dieselben eine Cnree Ci vierter (Hasse, welche Oib^Ci 9u Doppel^ 
tangenien hat. Drei solche Cmrven bestimmen ein Nets und jede Curf>e dieses 
Netses hat Oib^Cz zu Doppeltangenten und ihre anderen sechs mit K^ gemeitt» 
sekaftlichen Tangenten sehneiden sieh zweimal zu je drei in zwei Punkten. 

Sind p^q^ri drei 90fi einem Punkt an K^ gezogene Tangenten, jl^ irgend 
eine vierte, sind C,... die Onreen vierter Classe, welche pagQr^Pi berühren und 
aibqCi zu Doppeltangenten haben, also eine Cun^ensehaar bilden, zieht man 
ferner eon den Punkten P'^F^... der Tangente fh die Tangenten q^r'^^ q^ri^ ... 
au ATs, welche gleichzeitig Tangenten an die Cureen C4... sind, so bilden alte 
Kegelschnitte, welche a^b^Ci und zwei solche eon einem Punkt von p2 aus^ 
gehende Tangenten ((^r^^ qirU • - - berühren, eine Schaar $... f>on eier festen 
Tangenten »2 62^^242 9 90 dass also K^ als Eneeloppe der gemeinschaftlichen 
Tangenten homologer Elemente der Schaaren ^... und C4... erscheint, wenn 
man je zwei Cureen der beiden Schaaren einander zuordnet, welche die beiden 
aus einem Punkt von p^ an K^ gezogenen Tangenten berühren. 

Ist dl eine beliebige Tangente eon K^, sind ^... die Tangenten der 
Sehaar c^b^Cidi, so schneiden sich die noch übrigen gemmnschaßHchen eines 
jeden Kegelschnitts ^... mit K3 auf einer festen Tangente von K^. 

Da irgend zwei collinearen Systemen in -5;,, wieder zwei coUineare 
Systeme in JS^ entsprechen, so folgt weiter: 

Die Curve K^ ist die Enveloppe eon Geraden, auf denen homologe 
Punkte unendlich vieler colUnearen Systeme liegen. Sie ist demnach eben- 
falls eine Tripelcurve dritter Classe und die Curven K^ und Kj besitzen völlig 
reciproke EÜgenschaflen. 

Daraus folgt auch: 

Schneidet man irgend eine Tripelcurve durch zwei Gerade, so kann 
man durch die sechs Schnittpunkte unendlich eiele Cureen vierter Ordnung 
legen^ welche die Punkte irgend eines Tripels zu Doppelpunkten haben. 

Analoge Beziehungen, wie die vorhin Erwähnten, finden zwischen 
den Curven ^ und ^3 statt. 

Die Curven K^ und ^3 haben neun gemeinschaftliche Tangenten; 
sechs von ihnen sind die Geraden atn b^n An ^i? bn e^ , und da diese einen Kegel- 
schnitt berühren, so mllssen die drei tlbrigen mno sich in einem Punkt P 
sehneiden. Da aber K^ die Enveloppe der Geraden von JS^^y ist, auf denen 
die ihnen in 2, entsprechenden Funkte liegen, und ^3 die Enveloppe der 
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Geraden von £2 ist, auf denen die in JSIn entsprechenden Punkte liegen, bo 
mttsaen die nenn gemeinschaftlichen Tangenten von K^ und ^ die Eigea- 
schaft besitzen, dass, ob man sie zu JS^i oder JS^ rechnet, die ihnen ent- 
sprechenden Punkte anf ihnen liegen. Also: 

Im gamen Bereich der Ebene giebt e$ tmr neun Gerade j 00» demem 
seche einen KegeUckmU berühren, während die anderen drei durch einen Punkt 
gehen, welche die Eigenschaft besitien, dose die ihnen in doppeltem Sinne der 
redproken Beziehung entsprechenden Punkte auf ihnen selbst liegen. 

Im ganzen Bereich der Ebene gibt es nur neun Punkte, von denen 
sechs, AnBxnCinÄxiBuOn, auf einem Kegelschnitt und die anderen drei, KNOj 
tu gerader Linie liegen, welche die Eigenschaft besitzen, dass die ikmem in 
doppeltem Sinne der redproken Beziehung entsprechenden Strahlen durch sie 
selbst gehen. 

Allen Strahlen durch einen Punkt P entsprechen projectivisch die 
Punkte zweier Kegelschnitte /, und Äi?i, von denen der erste durch A2BiCij 
der andere durch .^n^m^n geht; die Geraden, welche die homologen Punkte 
dieser beiden projectivischen Kegelschnitte verbinden, haben als ELaveloppe 
eine Curve ft* vierter Classe mit drei Doppeltangenten, d!d'd'\ Jeder 
dieser Doppeltangeiiten entspricht ein Strahlenpaar durch P, daher folgt: 

Durch jeden Punkt P giebt es drei Strahlenpaare eon der Beschaffen- 
heit, dass die jedem Paar in doppeltem Sinne entsprechenden Punktpaare auf 
einer Geraden liegen. 

Wenn man zu jedem Strahl x der Ebene die beiden ihm in doppeltem 
Sinne entsprechenden Punkte Xn und X2 und ebenso zu jedem Punkt Ydie 
beiden entsprechenden Strahlen yln und y^ sich bestimmt denkt und alle 
Punkte Xn und Strahlen jfui einem System S^^^ , alle Punkte X2 und Strahlen 
jf2 einem andern System jS? zuweist, wenn mau femer jedem Punkt Xn den 
Punkt X2 und jedem Strahl g'm den Strahl y'^ zuordnet, so ist zwischen den 
Systemen S^i und St eine geometrische Verwandtschaft hergestellt Allen 
Strahlen x^... durch einen Punkt P29 zti ^2 gerechnet, entsprechen in JS;,| 
projectivisch die Punkte eines Kegelschnitts ti?,,, welcher durch ^„JBoi^^ji 
geht; rechnet man diesen aber zu ^2? bo entsprechen ihm in ^0, projec- 
tivisch die Tangenten x^n... einer Curve vierter Classe n'^^ welche a^^^b^nC^t^ 
zu Doppeltangenten hat. Ebenso entsprechen allen Strahlen a:^n... durch 
einen Punkt /^„ in Sin »Ue Tangenten x,... einer Curve n^ vierter Classe 
in 1S2, welche a^bzCi zu Doppeltangenten hat Femer entsprechen allen 
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Punkten A^... einer Geraden g^ von 5} alle Punkte Xn»»* einer Curve tioi 
mit den Doppelpunkten An Bt^ Q^ in S„i und um^kehrt, allen Punkten Xi . . . 
einer Geraden gln in S,h alle Punkte Xi... einer Curve 71} vierter Ordnung 
mit den Doppelpunkten A7B2C2. Allen Punkten eines Kegelschnitts KSi in 
Soi durch AinBtnQn entsprechen in S2 wieder alle Punkte eines Kegel- 
schnitts I2 durch AiB2C2 und umgekehrt, endlich allen Tangenten eines 
OitihinCin berührenden Kegelschnitts ^n, in S,n 4lle Tangenten eines 0,6202 
berührenden Kegelschnitts y, in S^. — Wir wollen die Frage beantworten, 
ob und wie oft es vorkommt, dass entsprechende Punkte oder entsprechende 
Strahlen der Systeme Sin und S, zusammenfallen. — Da allen Strahlen 
«i... eines Bttschels (Pi) projectivisch die Tangenten aJm-« einer Curve n^ 
vierter Classe mit den Doppeltangenten Om bm cbi entsprechen, so ist der Ort 
der Schnittpunkte fxia:;',,) eine Curve C* ftlnfter Ordnung mit dem vierfachen 
Punkt Pi; da femer den Strahlen P^A^^ Pi^?, P2C2 die Geraden a^n^ 6„i, 
c^n nnd zwar doppelt entsprechen, so sind die Schnittpunkte {P'^A^jO^n)^ 
(Pi 527601), (P^C^^Cin) oder 8I2, SB,, S? Doppelpunkte von C^ und daher 
muBS C^ in die Geraden P2^2, Ps^, P^^ und einen Kegelschnitt durch 
die Punkte P'7%^^2 zerfallen. — Rechnet man (? zu S,,,, welche Curve 
entspricht ihr in iS2? Der Curve 714 von Sin entspricht das Strahlenbttschel 
{Ft) von $2 und dem Strahlenbttschel (P2) von £^,1 entspricht in S, pro- 
jectivisch eine Curve n^ vierter Classe, welche ai 62 C2 zu Doppeltangenten hat 
Der Ort der Schnittpunkte homologer Strahlen ist eine Curve C| fünfter 
Ordnung mit F^ als vierfachem Punkt und drei Doppelpunkten 9loi^n6in, 
welche also in die drei Geraden P'2%n) Pi^ni Pi^n nnd in einen Kegel- 
Bobnitt durch die Punkte P2%n^n^n zerfällt Die beiden Curven C^ und 
€9 schneiden sich ausser in P, noch in neun Punkten, in denen also ent- 
sprechende Punkte von jS„i und 5 . zusammenfallen und daraus schliessen wir : 

Im goMen Gebiet der Ebene giebt es neun Punkte eon der Beschaffen- 
heit^ dass, ob man sie n^u JS^ oder JS-* rechnet^ die ihnen in ^2 respectiee JSl,i 
entsprechenden Geraden zusammenfallen. 

Die geometrischen Verwandtschaften der CoUineation und Kecipro- 
citiU; sind einer Erweiterung tähig, deren Resultate au dieser Stelle noch 
mitgetheilt werden sollen. Wir bezeichnen alle Curven n^^^ Ordnung eiues 
Curvennetzes mit C;,C,CtC|...(£„(SqS^@3*-* und beziehen diese Curven pro- 
jectivisch auf einander, indem wir irgend, vier Curven des Netzes, von 
d«ueu keine drei demselben Büschel angehören, nämUch CoC, C^Cj, vier 
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anderen desselben Netzes (SoSiS^S^, von den^i anch keine drei demselben 
Bttsebel angehören, zuordnen* Fttgen wir noch die Bedingung liinza^ daaa 
die Gnrve, welche den Bttscheln {Cx)Ci) und (Q^Ci) gemeinsehaftUch ist, 
derjenigen Curve zugeordnet sein soll, welche den entsprechenden Bttscheln 
((£081) lind (S}(£3) gemeinschaftlich ist, so sind die Curven des Netzes 
eollinear auf einander bezogen. Die Schnittpunkte zweier Curven C^O. 
bezeichnen wir mit Ä^...A^n und die zweier Curven ft^ttj, mitÄL«-*8K?i 
dann ist auch die Gmndpunktengmppe Ä^...A^ eollinear der Gm;^ 
^...^^ zugeordnet Auf diese Art haben wir zwei eollinear aufeinander 
bezogene Systeme S und ® erhalten und beantworten zuerst die Fragen^ 
wenn ein Punkt iu S irgend eine Curve durchläuft, auf welcher Curve be- 
wegen sich dann die n^ ihm in @ entsprechenden Punkte, und wieviel 
Punkte giebt es in £(, mit denen die homologen Punkte in @ zusammen- 
fallen? Wetm ein Punkt Ä in S eine Cun>e K'" m^ Ordnung durcUämft, 
90 durchlaufen die ihm verbundenen n^—1 Grundpunkte A^'^^ . . . A^""'^ in 8 eine 
Curve ür»'("'-^'> der m(»^— 1)<^ Ordnung und die ihm eolKnear m @ ent^ 
$preehenden Punkte 'Ü*..M''^ durchlaufen zwei Curven ^ und ^c*>«-i) ^^^ 
den Ordnungen m und m(i»^~l). 

Der Ort der Schnittpunkte entsprechender Curven zweier Bttschel 
des Netzes ist eine Curve ff^* 2n^^^ Ordnung; es seien (Ci,Ci) und (®o(£i) 
diese Btlschel. Wir rechnen sie zu iS, dann entspricht dem Bttschel (dCi) 
in 8 das Bttschel ((£,,(£.) in ®, und dem Bttschel ((&,®,) von iS das Bttschel 
{(Siid'i) von @, und da die Bttschel ((£„(£,) und {{Si^fS^i) projectivisch sind, so 
erzeugen sie eine Curve Ä'" 2n^^^ Ordnung, welche K^" ausser in den »* 
Punkten Äm...8l/J'^ noch in drei Gruppen von je «' Grundpunkten schneidet 
Daraus folgt, da$s e$ in 8 drei Gruppen von je n^ Grundpunkten giM, die 
mit ihren homologen in @ aimammenfaUen. Durch je »wei Gruppen geht eine 
Curve des Netzes von S, mit welcher die ihr in @ entsprechende Curve zu^ 
sammenfäUt, so dass es also drei solcher Curven giebt , die wir mit cLinfitn^m 
bezeichnen wollen. 

Durch je zwei entsprechende Punkte der einander in 8 und @ e$d^ 
sprechenden Curven K'"* und ^ lässt sich nur eine Curve des Netzes legen, 
alle diese Curven haben als Enveloppe eine Curve E, an die sich von jedem 
Punkte 2m n berührende Curven des Netzes legen lassen. Die Curve E ist 
von der mn'^{mn+ly^ Ordnung^ berührt jede der Curven K"' und ft* tu 
m'ii' Punkten und jede der Curven Ä'"^'*'-'> und ««<»•-»> in m'»' Qruppen von 
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je^ »^—1 Pmmktemy welche mit jenen BehUuimg$punlUen ve rbm ut ene Grund-- 
pmnkle bilden; sie berührt femer die drei sidk 9elb$t entsprechenden. Cmren 
^fißmYm i» je n»»' Pmbten. 

Auf die aagegebene Art otdnen wir die Corven des Netzes za drei 
collinearen Systemen, die wir mit JS^^JS^S^ 1)e2eiehnen wollen, and lassen 
nnit einer Corve Ci des letsteren die n^ Schnittpunkte der homologen Curven 
Qf und Ci in ^a and ^t und irgend einer Gruppe von n^ verbundenen 
Gnmdpunkten in ^2 die Curve entsprechen, welche durch die in JS;, und 
JSi entspreehenden Gruppen gelegt werden kann, und dadurch haben wir 
das System ^ reeiprok auf ein anderes ^n bezogen und ei^e geometrische 
Verwandtschaft erhalten, von welcher die im Obigen besprochene nur ein 
specieller Fall ist Von den zwischen beiden Systemen stattfindenden Be- 
ziehfingen seien folgende angeführt: 

Alle Punhte ean JSIh, welche auf den ihnen in 2^ entsprechenden 
Cksreen Hegen, erfüllen eine Curve K^ der 3ii^ Ordnung oder: AUe Punhte, 
in denen sich drei homologe Cureen der drei Sgsteme ^,2*, JS^ sehneiden, 
liegen muf einer Cun>e K^ 3n^ Ordnung, welche durch die 9n^ Punhte 
gdU, in denen entsprechende Punhte der Sgsteme ^,^1, 2|^, ^^1 fiu^ 
summenfallen. 

Allen Curcen eon JS;,!, welche ein Büschel bUden, entsprechen in S^ 
pr^jecUeisch die Gruppen «an n^ Punhten aiuf einer Curee 2n^ Ordnung, 
welche durch Sn^ feste Punhte geht, die in Sj den Doppdpunhten con JS^ und 
JEt entsprechen. — Alle Curcen eon JS;„, auf denen die ihnen in JE» homo-- 
logen Punhte liegen, haben als Enveloppe eine Curee K, an welche sich eon 
jedem Punkt drei in n^ Punhten einer Gruppe berührende Cureen des Netzes 
legen lassen und die &n^ Ordnung ist oder: Alle Curf>en des Netses, auf 
denen Sn^ homologe Punkte der drei collinearen Systeme liegen, werden eon 
einer Curee K der 6»^ Ordnung eingehüllt, an die sich pon jedem Punkt drei 
in n^ Punhten berührende Cureen des Netzes legen lassen. Die Curee K 6e* 
rührt jede der je drei m ^.^i, 2\S^^ ^^\ sich seihst entsprechenden Cureen 
ffcii/?myüi«i2/?i7yi2aw/?»iy2<i w «^ Punkten. 

AUen Punkten eon JE*,, w^che tu etiler Curee Ci des Netzen Hegen, 
mUsprechen in ^1, projecHeisch die Cureen des Netzes, welche eine Curee »!l{ 
der 2»'^ Ordnung berühren, die auch «m/S^u^fii in je n^ Punkten berithrt. Von 
jedem Punkt lassen sich an xf^ zwei Curten des Netzes legen, welche x^i in 
je n^ Punhten berühren. — 

20» 
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Alle PmUUe f>om SE^^ wekke m^ dem ihnen in JSIn enUpreekmden Cmnem 
des Nebtee liegen, erfüllen eine Cune fi^" pon der 3»^ Ordnung, wekke 
durch 9n' fette Punhte geht, nämlich durch die Doppelpunkte ^..., An... 
eon ^t'S^j ^1^ und durch die Sn' Punkte A^..,^^^ welche in S^ den Doppel^ 
punkten ^n-«- ^on JSii^i entsprechen. — 

Allen Cureen des Neb&es rem JS*, 7 welche ein Büechel bilden, entdecken 
in JEl)! prqjectiviech die Gruppen eon je n^ Grundpunkten einer Curve KSf 
2n^ Ordnung, welche durch die Sn^ festen Punkte A^... geht. — AUe Curven 
des Netzes eon JS^^ welche durch die ihnen in £iti entsprechenden Punkte 
gehen, werden eon einer Curte St eingehüllt, welche die Cureen a^nß^n/w ^^lijrn 
und auch die Cureen a^ßiY-ii ^^che in J^? den Cureen Ooi/^ii;'f)i von JStn enl^ 
sprechen, in je h' Punkten berührt. An ^ lassen sich durch jeden Punkt drei 
in n^ Punkten je einer Gruppe berührende Cureen des Netzes legen ; die Ord^ 
nung von ft ist &n. 

Einer Curve K"' m^*'* Ordnung eon JS^ resp. JE*,,, entspricht in ^m reep. 
£2 ^if^ Ouree E eon der mn^ {mn+iy^ Ordnung, welche cr,„/y,n;^ni resp, ct^ß^y^ 
m mv^ Punkten berührt. An E lassen sich durch einen beliebigen Punkt 2lmn 
Curren des Netzes legen, eon denen jede E in «^ Punkten einer Gruppe berührt 

Allen Punkten der eorhin genannten Curee ^ eon JS2 entsprechen in 
2tii Me Cureen des Netzes, welche die Curee K berühren; diese Ourven fre- 
rühren sich in M Punkten oder genauer in 611^ Punktgruppen. Ebenso sind, 
K^ und fi entsprechende Cureen in ^01 und J^2 und berühren sieh auch im 
6n^ Punktgruppen eon je n^ Punkten. 

Die Curt>en des Netzes lassen sich auf unendlich eiele Arten in Systeme 
^1^/..., JtgJSt...^ S!iS^... zerlegen, die mit einander und mit JS;,JS*iJS*2 in. 
coUinearer Beziehung stehen und die Eigenschaft besitzen, dass die än^ Doppel-^ 
punkte oder eielmehr die drei Doppelpunktgruppen je zweier auf K^ liegen, 
und dabei liegen die drei Doppelpunktgruppen eon zwei beliebigen dieser 
Systeme mit den drei Doppelpunktgruppen eon irgend zwei anderen auf einer 
Curee 2n^^'' Ordnung. Nennen wir solche drei Doppelpunktgruppen ein 
Gruppentripel, so gilt ferner: 

Jede Gruppe kann als zu unendlich eielen Gruppenlripeln gehörig be- 
trachtet werden, AUe Curven des Netzes, welche durch je zwei Gruppen gelegt 
werden, welche mit derselben Gruppe ein Gruppentripel bilden, schneiden sich 
in einer Gruppe, die auch auf K^" liegt. 

Unter allen Cureen des Netzes giebt es nur neun, ton denen sechs eine 
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Cmrfe der 2ii<^ Ordmmg in je w? Ptmktem berilkreH, wäkremd die amderen 
drei riek in einer Qmppe eon n^ Punkten $chneiden^ weleke die EigemdU^ 
beritten, dä$s, ob man sie s« JS;» oder 2^ rechnet j die ihnen reciprok ent^ 
wf^reehenden Punktgruppen auf ihnen selbst liegen. — Ebemo giebt ee nur neun 
Pmnktgruppen y eon deneu sechs auf einer Curve 2n^^ Ordnung, und die an-- 
deren drei auf einer Cnr^e des Netzes Hegen, und welche die Eigenschaft be^ 
siUen, dass die ihnen in doppeltem Smne der redproken Besiehung ent^ 
sprechenden Cureen durch sie hindurchgehen. 

Unter alten Punktgruppen giebt es neun ean der Beschaffenheit, dass 
die ^en in doppeltem Sinne der redproken BeMhung entspredienden Cwreen 
MMsammenfaUen. 

Die Curte K^"" ist die Hessesehe Curee eines Netzes eon Curten 
{n+iy^ Ordnung; doch ist dasselbe kein allgemeines fielt, sondern hat die 
Eigenschaft, dass die ersten Polaren aller Punkte der Ebene in Besnug anf die 
Curven' desselben wieder ein iVete bilden und zwar das Net» £,) oder JSi der 
Curven CttC^... Die Curven dieses Netzes ^j^. welche Je zwei Grippen eon 
n^ Grundpunkten eines Gruppentripels eerbinden, schneiden K^ noch in Je n^ 
verbundenen Grundpunkten, so dass durch diese drei Gruppen eine Curve des 
Netzes hindurchgehl. 

Durch die 3is^ Punkte eines Gruppentripels lässt sic/i eine Curve 2n^^ 
Ordnung legen, welche in ihnen die Curte K^"" berührt. 

Auf die Curve Ä^'" lässt sich unmittelbar ein grosser Theil der Sätze 
Übertragen, welche von einer Curve dritter Ordnung gelten, diese als Tripel- 
curve betrachtet, z. B. die Sätze auf Seite 540 sqq. in Steinern Vorlesungen, 
herausgegeben von Schroeter, und zwar folgen dieselben sofort aus der Defi- 
nition von Ä^" als einer Hesse^chen Curve. — Für das erhaltene Netz von 
Curven («+l)ter Ordnung folgen noch leicht die Sätze: 

Jedes Büschel des Netzes von Curven (n-^l)^*^' Ordnung liat %h^ Doppel- 
punkte; irgend zwei solcher Doppelpvnktsgruppen liegen auf einer Curve 
2n^er Ordnung und 

Der Ort der Punkte^ in denen sich drei gerade Polaren in Bezug auf 
die Curven des Netzes für ein und denselben Pol schneiden, d, i. die Steinersche 
Curve des Netzes, ist von der dritten Ordnung. 

Wie hier die Eingangs besprochene reciproke Verwandtschaft des 
zweiten Grades verallgemeinert worden, so lässt sich auch die reciproke 
Verwandtschaft des ersten Grades verallgemeinem, indem man irgend vier 
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Cnrreii eioes Netses, von denen keine drei einem Bttschel angehören^ icgead 
vier Gruppen verbundener Gmndpnnkte, von denen keine drei Ghrnppen auf 
einer Gnrve des Netsea liegen, zuordnet Es seien C^ C, C", C'\ die vier 
Curven und Gr,, Qr^.^ Gr'\, Gr'". die ihnen entsprechende Gruppen. Setst 
man noch fest, dais die Curve, welche den Bttscheln, die durch irgend swei 
Paar der vier Curven z. B. (CC) und (CC") bestimmt werden, diejenige 
Gruppe verbundener Grundpunkte entsprechen soU, welche mit den beiden 
Paaren von Gruppen Gr. und Gr'., Gr". und Gr'". je auf einer Curve dea 
Netzes liegt, so ist jeder Curve des Netzes eine Gruppe verbundener Grund- 
punkte und umgekehrt zugeordnet Bezieht man die Curven des Netses 
und die Gruppen verbundener Grundpunkte auf eine zweite Art reciprok 
auf einander, so hat man in der Ebene zwei reciproke Systeme« Die Be- 
ziehungen derselben zu einander erforscht man ohne Schwierigkeit durch 
die Methoden, welche Herr Sd^roeter m der Abhandlung „Untersuchung 
zusammenfülender reciproker Gebilde in der Ebene und im Baome^^ im 
72. Bande dieses Journals angewendet hat, um die Eigenschaften zweiar re- 
ciproken Gebilde des ersten Grades zu untersuchen. 

Tilsit, im Mai 1874. 
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Ueber algebraische Flächen, die zu einander 

apolar sind. 

(Von Herrn 7%. Reye in Strasburg i./E.) 



in einer früheren Arbeit*) wurde gezeigt, daBs in Bezug auf eine 
Fläche *" 11^' Classe nicht bloss den einzelnen Ebenen und Ebenengruppen 
des Raumes bestimmte Polaren entsprechen, sondern ftlr &<:fi auch den 
Flächen F* k^^ Ordnung. Eine Ausnahme bilden nur die zu ** apolaren 
F*, als deren Polare jede Fläche (» — A)^®' Classe angesehen werden kann. 

In dem vorliegenden Aufsatze soll die Definition der zu 4^ apolaren 
Flächen ¥^ Ordnung erweitert werden, sodass sie auch auf den Fall *>« 
anwendbar wird. Wir werden zeigen, dass die Beziehungen von zwei zu 
einander apolaren Flächen 4^* und P* wechselseitige sind und bei einer 
beliebigen collinearen oder reciproken Transformation der beiden Flächen 
ungeändert bleiben, dass sie also die Inearkmteneigefuehafl besitzen. Die 
Theorie der zu einander apolaren Flächen fbhrt deshalb auch mit Leichtig- 
keit zu wichtigen Covarianten und Invarianten algebraischer Flächen und 
Curven. Ebenso leicht kann sie verallgemeinert und in der Invaxianten- 
theorie der algebraischen Formen mit mehr als vier Variabein angewendet 
werden. 

§. 1. Polarentheorie der Flächen n***' Ordnung. 
1. In der vorhin citirten Arbeit wurde bewiesen, dass jede qua- 
temäre Form n^^ Grades F'Cx, y, ä, le?) dargestellt werden kann als Summe 

der n^^ Potenzen von \2 i ~ ^ linearen Fonnen, welche ab- 

gesehen von Constanten Factoren willkttrlich angenommen werden dürfen. 
Wir können also setzen: 

auch wenn a^y ß^, y^, pj gegebene Constante bezeichnen. Wir wollen diese 



*) Erweiterung der Polarentheorie algebraischer Flächen; dieses Journal Bd. 78 
S. 97— 1J3. 
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V\>4MNHixni m wtthlen, das» zwischen ihnen die Relation: 

«v+/?+y?=l fllr j = l, 2, 3. . ..., V 
^«Mh^kitt ; «iijtloii^h s^etzen wir w =^l. Alsdann kann in Befrag auf ein recht- 
M^iul^li^i^i i'otirdiiiatensy»tem die Gleichung: 

^uKij[vti4iuit werden als die Normalgleichung einer Ebene, deren Coordinaten 
V^^^ ruiiMtanten aj, ßj, ya Pj ^^^^d? während x, y, js die Coordinaten eines 
\w ilor Kbone liegenden Punktes bezeichnen. Liegt der Punkt (Xy y, «) nicht 
iu AiH' Kbeno, so bezeichnet der Ausdruck: 

winm Abstand von der Ebene. 

Wir wollen nun den Factor jlij, fUr welchen sich ans der obigen 
DarKtellung der quatemären Form ein ganz bestimmter Werth als Fonetion 
dor (Joefftoieuten der Form ergiebt, den Werth der Ebeme {aj, ßj, y>, pj) 
nennen; man kaim sich diesen Werth etwa durch die Grösse einer in der 
Ebene liegenden Figur, z. R eines Dreiecks, repriteentirt denken. Dm Pro- 
duct von fiß und der n^^^ Potenz des Abstandes rj der Ebene von einem 
beliobigon Punkte P{xyf/,z)^ also die Grösse: 

soll itot M^ Momemt äet Ebemenwerthes Uj in Bezttg amf dem Pumkt P genannt 
werden: und ebenso nennen wir die Summe: 



-» -• . >^» 



^11,. r: oder ^M.v«>^ + Äf + y.»-!^)'' 

das n^* Moment des Systeme« der r Ebenen werthe ji9^. ii,, . . ., iä„ in Bezog 
auf den Punkt v^> y> «} oder P. Wir erhalten demnach den Satz (vgL dieses 
Journal lUi 78 8. 99): 

Eint gamiie rationale Fmmction n'^ Grwies ron dem Variabelm Xy t/, z 
kmm mnf mmemdUei itiele .4Hem dmrck die «^ Mhmemte ewet SgMtemtm wm 
• ..^•* ♦ n^ii J 3^v« + »^ Ehemem^rertkem beimgüek aller PmmUe de» 

tif^tmemtitt iterdem. Die r Ebemem dmrfem mickt Bermknmgtebemem rom 
^md dersefhtm fYildbr m^ CU$$se seim^ kommem aber somst gam» millkmrUck 
ffpnmmem leerdem: dmrk ikre Lage mn/ die «ftum beiMtlegemdem Wertke 
dn^Hfi he^mmt. 

\Mt Glwhung l>,x,f, 5, 1 =0 oder ^a er x+.iy +y^,»-^j* = ö 
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repräsentirt eine Fläche n^^ Ordnung F", den geometrischen Ort aller Punkte, 
für welche das n^ Moment des Werthensystemes Null ist Wir nennen 
diese Fläche die n^ Nullfläche des Systemes der v Ebenenwerthe. Jede jP" 
kann als n^® Nullfläche eines solchen Werthensystemes aufgefasst werden. 
2. Wir bezeichnen nun mit a:., y.^ Zi für i = 1, 2, 3, . . ., « die 
rechtwinkligen Coordinaten von n Punkten, und mit: 

den Abstand eines beliebigen dieser Punkte von der Ebene i^j, ßjyyj^Pj)- 
Multipliciren wir sodann den Werth ,Uj der Ebene mit ihren Abständen von 
den n Punkten, so soll die Summe aller dieser Produkte 

jszy 

das Moment des Systemes von Ebenenwerthen bezüglich der Gruppe jener 
n Punkte genannt werden. Wenn die n Punkte sich vereinigen, so ist dieses 
Moment identisch mit dem n^° Momente des Werthensystemes in Bezug auf 
den Vereinigungspunkt 

Von den n Punkten t= 1, 2, 3, .!., n seien nur die ersten Ar ge- 
geben, während die übrigen » — * mit einem beweglichen Punkte P{x,y^z) 
zusammen&Uen. Dann wird das Moment bezüglich der »-punktigen Gruppe 
dargestellt durch 

Dasselbe ändert sich mit der Lage des beweglichen. Punktes und ver- 
schwindet für unendlich viele Lagen des letzteren, nämlich für alle Punkte 
der durch die Gleichung: 

repräsentirten Fläche {n — k)^^ Ordnung. Diese Fläche heisse die Polare der 
Gruppe jener k gegebenen Punkte bezüglich der i»^ Nullfläche des Werthen- 
systemes. 

Vereinigen sich die k gegebenen Punkte mit einem Punkte Pi, so 
heisst ihre Polare die k^ Polare des Punktes Pi {besser vielleicht die Polare 
des k- fachen Punktes Pi) bezüglich der n^^ Null fläche; dieselbe wird re- 
präsentirt durch die Gleichung: 

-f^>'>.i-rr"'* = oder £uj{ajX, + ßjy,+rjZt-pj)\{ajX+ßjy-^rj^-pjr'' = 0. 

Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 2. 21 
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Weil die Gleichung ^,u^f^i.r^7*=: auch geschrieben werden kann: 

so ergiebt sich ohne Weiteres der Satz: 

Wenn ein Punkt P2 auf der k^^ Polare eines Punktes P, bezügUek 
einer Fläche n^^ Ordnung enthalten ist^ 90 liegt umgehehrt Pt auf der {n—hY^ 
Polare eon P^^ 

oder die (« — Ar)^®° Polaren aller Punkte , welche auf der h^^ Polare eines 
Punktes P^ liegen, gehen sämmtlich durch Pi. 

Liegt ein Punkt {x^^y^^ «O auf seiner eigenen k^^ Polare, so genügen 
seine Coordiuaten der Gleichung 2^^^r^i.f^r* = oder £fij.r^i = Oj d. h. 

der Punkt ist auf der u^«" Nullfläche des Werthensystemes enthalten. Also: 
Die Punkte der n^^ Null fläche sind die einzigen, welche auf ihren 
eigenen k^^^ Polaren Hegen. 

3. Ist ** (a, ß, y, p) = die Gleichung einer Fläche m^^ Classe, so 
nennen wir t^p^{a^,ßj,Y)9Pj) ^^ Moment des Ebenenwerthes fij besi^Ueh 
dieser Fläche. Dieses Moment ist proportional dem Produkte aller Abstände 
der Ebene {a^jßjyYjyPi) von den n zu ihr parallelen Bertthrungsebenen der 
Fläche 4>% und hat auch dann, wenn 4»** eine unendlich ferne Berührungft- 
ebene besitzt, allemal einen von der gegenseitigen Lage der Ebene (a^, ß^y 
Yj^Pj) und der Fläche ** abhängigen Werth. Die über alle Werthe des 
gegebenen Systemes von Ebenenwerthen auszudehnende Summe: 

i;fij.4»''{ctj,ßj,Yj,pj) 

nennen wir das Moment des Werthensystemes besüglich der Fläche ^" n^^ 
Classe Ist dieses Moment Null, so nennen wir *" apolar isu der n*^ NuU^ 
fläche F" des Werthensystemes. 

Jenes Moment wird dargestellt durch die Summe: 

wenn *" zerflQlt in eine Fläche k^^ Glasse ** und einen (n— ft)-mal zu 
zählenden Punkt {x^y^z). Alle diejenigen Punkte nun, für welche diese 
Summe Null wird, sind im Allgemeinen auf einer Fläche (»—*)*«' Ordnung 
enthalten , der sogenannten Polare der Fiäehe hf^ Classe 4^ bezügUi^ der 
n^ Nullfläche F* des Werthensystemes. Die Polare von ** wird also «!- 
prttsentirt durch die Gleichung: 
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ue geht, wenn ^^ in k Punkte zerfilllt, über in die Polare dieser Gruppe von k 
Punkten bezüglich der F\ Wird der Fläche ** ein beliebiger Punkt (x', y V «') 
ihrer Polare (n— /r)-mal hinzugefügt, so bildet sie mit diesem (i»—ft)- fachen 
Punkte zusammen eine zu F** apolare Fläche n^^ Classe 4^% welche 
durch die Gleichung: 

repräsentirt wird. 

§. 2. F4ächen Arter Classe, die zu einer Fläche nter Ordnung apolar sind. 

4. Wenn die Gleichung der Polare von **: 

-2:,a^.**(a^,Ä,y,.,p,).(a^x+Äy + y>Ä~p^)""* = (worin *<») 

für alle Werthe der Punktcoordinaten x, y, z identisch erfüllt ist, so wollen 
wir die Fläche **«»• Classe ** apolar zu der n'^ NuUßäche F* des Werthen- 
igstemes nennen. Die Coefficienten der Function **(«, /?, y^p) müssen als- 
dann den Bedingungsgleichungen: 

^fij.4^{aj,ßj,rj.p;).a]ß^jf,p^j = für q+r+s + t =^n-^k 

genügen, welche sich aus der obigen identischen Gleichung ergeben, wenn 
wir dieselbe nach Potenzen voii x, y, s entwickeln und ihre einzelnen 
Glieder gleich Null setzen. Die Anzahl dieser Bedingungsgleichungen ist: 

Sie bewirken, dass auch jede Summe von der Form: 

JS/ij.^iaj, ßj, jfj, pj).^'''{aj, ßj, yj^pj) 

Null wird, wenn die Gleichung ***"*(«, /?,y,p) = eine Fläche («—&)*«' Classe 
repräsentirt; das Moment des Werthensystemes ist also Null in Bezug auf 
jede Fläche n^^ Classe, welche aus der zu F** apolaren ** und einer be- 
liebigen **"* zusammengesetzt ist 

5. Auf Grund dieser letzten Beiperkung können wir die Definition 
der apolaren ** für ft<« zurückführen auf diejenige der apolaren *" 
(3.), indem wir sagen: 

Eine Fläche k*^ Ordnung 4^ heisst apolar zu der Fläche n*^ Ordnung 
F% wenn sie mit jeder beliebigen *"""* eine zu F** apolare ** bildet. 

Diese zweite Definition geht in die frühere über, wenn statt **"* ein 
(ii— Ä)-mal zu zählender Punkt gesetzt wird. Lassen wir **•"* zerfallen in 
eine *' und eine *»"**"*, so erhalten wir die Sätze: 

21* 
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Eime s« F" apolare 4>^ bildet, wetm 0<Zl^n-'k i$t, wut jeder be- 
liebigem 4^ BUtammem eine »m F" apolare 4^^; auch ist me apolar %m jeder 
F*^9 welche eon irgend einer 4^ die Polare in Be%ng auf F* ist. 

Auch diese Sätze können für k<Zn al8 Definitionen der zn F* 
apolaren 4^ benutzt werden. Urnen wie den vorhergehenden stehen re^ 
proke Sätze gegenüber, welche als Definitionen der zn einer gegeben^i 4^ 
apolaren F* dienen (vgl. a. a. 0., Seite 104). Umgekehrt können anch die 
sämmtlichen Untersnchangen der oben eitirten Arbeit, welche sich anf ein 
System von Massenponkten und deren n^ NnUfläche bezogen, ohne Weiteres 
anf das System von Ebenenwerthen übertragen werden. Wir begnügen nns 
jedoch, nnr den folgenden, für die apolaren 4^(k^n) bezeichnenden Satz 
hier anzuführen (vgl. a. a. 0., Seite 111): 

Werden eon einer Fläche k^^^ Classe, die %u der nf"^ NmUfUieke F' 
eines Werthensystemes apolar ist, beliebige 

BerUknmgsebenen willkürlich angenommen, so können densdben solche Wertke 
beigelegt werden, dass sie dem gegebenen Systeme hinsichtlich der n*^ Momente 
äquiedlent sind. Die ihnen beizulegenden Werthe stnd durch ihre Lage dm^ 
deutig bestimmt, 

6. Eine Fläche «t«»- Ordnung F* und eine Fläche n^^^ Classe *" 
können wir allemal als die is^®° Nullflächen eines Systemes von Ebenen- 
werthen und eines Massensystemes auffassen, und demgemäss ihre Glei- 
chungen schreiben: 

F'^ix, y, «) — ^^h*{^J^+ßJy+rJ^''PJT = o 

und 

Das Moment des Werthensystemes in Bezug auf 4>" ist alsdann: 

« 

i:fij.4^''{aj,ßj,rj,Pj) = £I;^lJm,iaJX, + ßJy,+rJB:''PJ)% 

und dasjenige des Massensystemes in Bezug auf F" ist: 

^m<.F*(a?,,y„«J = £ £m,fij{ajXi+ ßjy.+yjZ.-pjT. 

Diese beiden Momente sind also gleich und werden dargestellt durch die 
J>oppeltnmme; 

JEJEmiiJ^j.r^ji oder ££njmifji. 
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Um sie zu erhalten, mnitipliciren wir die Masse m, jedes Massenpunktes 
mit der n*®*^ Potenz seines Abstandes r^,, von jeder Ebene des Werthen- 
systemes sowie mit dem Werthe .u^ dieser Ebene, und bilden sodann die 
algebraische Summe aller dieser Prodncte. 

Ist diese Summe Null, so ist *" zu F% aber auch umgekehrt F" 
zu ** apolar (3-). Wir schliessen daraus: 

Die Beziehungen von zwei zu einander apolaren Flächen n*^ Ordnung 
resp. n*^ Classe sind durchaus reciproke. 

Wenn z. B. eine F" aufgefasst werden kann als die n^^ Nullflttche 
eines Werthensystemes, dessen sämmtliche Ebenen eine 4^ berühren, so 
kann umgekehrt 4»" aufgefasst werden als die n^® Nullfläche eines Massen- 
systemes, dessen Massenpunkte sämmtlich auf F" liegen. Beiläufig sei hier 
der Satz erwähnt: 

Wenn von zwei Flächen zweiten Grades die eine einem PoUetraäder 
{und damit unendlich vielen Poltelraedem) der anderen umschrieben ist^ so ist 
die letztere unendlich vielen Poltetraädem der ersteren eingeschrieben. 

Die beiden Flächen sind nämlich unter der gemachten Voraussetzung 
zu einander apolar, wie leicht zu erkennen ist, wenn die erstere als eine 
F\ die letztere als eine *' aufgefasst wird. 

7. Sind die Gleichungen von F" und *", wie üblich, nach Potenzen 
von X, y, z resp. a, ß, y, p entwickelt, also etwa in der Form gegeben: 



F^{x,y,z)~ ^.^^^.A^^r,,x'g^z' = 0, 



und 

80 haben wir zu setzen : 

^f^j^jß^j/A-Pjy = Ar^,t und 2;ifi,a:f yr»j = a,^^^,. 

Die Bedingung, unter welcher F* und 0"* zu einander apolar sind, d. h. 
die Gleichung: 

^fmifijiajXi-^ßjyi+yjZ.-pj)'' = 

geht demnach über in die folgende: 

it! 






•Ä-,,* = 0. 
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In dieser Gleichung erstreckt sich die Snmmation s^ über alle Gruppen von 

je vier positiven ganzen Zahlen q, r, s, t (die Null eingerechnet), deren 
Summe gleich n ist; ausserdem ist 9! = 1.2. 3... (9— 1). 9 zu setzen. 

8. Es seien: 

und 

die Gleichungen einer F* und einer **. Dann heisst für ft ^ 11 die Fläche 
** apolar zu F% wenn für alle Werthe von a:, y^ » die Gleichung: 

worin ü^*, identisch erfüllt ist (4.); wo nicht, so repräsentirt diese 
Gleichung die Polare von 4^ in Bezug auf F\ 

Ist k^Hy so wollen wir sagen, 4^ sei apolar zu F% wenn für alle 
Werthe von a, /?, y, p die Gleichung: 

worin n^k, identisch erfüllt ist. Diese Gleichung repräsentirt, wenn sie 
nicht identisch erfüllt ist, die Polare von F" in Bezug auf **. 

Fügen wir diesen Definitionen der zu F* apolaren ** die reciproken 
Definitionen hinzu (vgl. a. a. 0. S. 104), so ergiebt sich der Satz: 

Wenn eine 4^ für k = n apolar ist zu einer F^, 90 ist auch umge^ 

kehrt F* apolar zu 4^. Die Beziehungen der beiden Flächen sind Wechsel- 
seHige, oder die Flächen sind apolar zu einander. 

Damit die Flächen 4^ und F* zu einander apolar seien, müssen ihre 
Parameter N(n — k)+l oder N(^k—n)+l Bedingungsgleichungen genügen, 
jenachdem n^k oder n^k ist. 

§.3. Reciproke Transformation .von zwei zu einander apoiaren Flftchen. 

9. Wenn zwei Räume 2 und ^i reciprok auf einander bezogen 
sind, sodass jedem EHinkte P von -T eine Ebene n^ von -T^, jeder geraden 
Punktreihe g von JS ein Ebenenbttschel erster Ordnung g^ von -T^, also 
auch jeder Ebene von ^ ein Punkt von ^i entspricht, so muss auch jedw 
Fläche n^ Ordnung F* oder A^«^ Classe ** von JS eine Fläche n^^ Classe 
*? resp. I^f Ordnung f^ in JS^i entsprechen. Wir wollen nun zeigen, dass 
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die Flächen ^; und F^ za einander apolar sind , wenn dasselbe von den 
entsprechenden beiden Flächen F* nnd ^ gilt Wir dtirfen uns bei diesem 
Beweise auf den Fall k = n beschränken; denn auf diesen -sind diettbrigen 
Fälle *<:« und kZ>n znrUckgeftlhrt durch (5.) und den zu (6.) reci- 
proken Satz: 

Eine Fläche n^ Ordnung F^ ist für n<:k apolar zu der Fläche k^ 
Classe <^^ wenn sie mit jeder beliebigen F'^ eine »u 4^ apolare P^ bildet. 

Um die beiden Räume reciprok auf einander zu beziehen, können 
wir in dem einen fünf Punkte beliebig annehmen und denselben fünf will- 
kttrlich angenommene Ebenen des anderen beziehungsweise als entsprechende 
zuweisen. Wenn von den fttnf Punkten keine vier in einer Ebene liegen 
und von den fttnf Ebenen keine vier durch einen Punkt gehen, so ist 
dadurch die reciproke Verwandtschaft der beiden Bäume und ihrer ent- 
sprechenden Flächen völlig besthnmt Zu dem einfochsten analytischen 
Ausdrücke fUr diese reciproke Beziehung führt uns die folgende rein geome* 
trische Erörterung, 

10. In jedem der beiden reciproken Räume JS und ^i giebt es 
einen Punkt, dessen entsprechende Ebene unendlich fem liegt und welcher 
der Mittelpunkt des Raumes heissen soll ; die Mittelpunkte der beiden Räume 
liegen nur in einem sehr speciellen Falle, den wir vorläufig ausschliessen 
wollen, selbst unendlich fem. Jeder durch den Mittelpunkt von JS gehenden 
Geraden oder Ebene entspricht in ^i eine unendlich feme Gerade resp. ein 
unendlich femer Punkt, wodurch zugleich eine durch den Mittelpunkt von 
-S*! gehende Ebene resp. Gerade festgelegt ist Und wenn auf diese Art 
einer jeden durch den Mittelpunkt M von 2 gehenden Geraden (oder Ebene) 
diejenige durch den Mittelpunkt Mi von JS^ gehende Ebene (resp. Gerade) 
zugewiesen wird, welche den entsprechenden unendlich femen Strahl (resp. 
Punkt) enthält, so sind die Strahlenbttndel M und Mi reciprok auf ein- 
ander bezogen. 

Wir wollen nun in dem Bfindel M jedem Strahle die zu ihm recht- 
winklige Ebene zuordnen, sodass dieser Bündel zu einem polaren Strahlen- 
bttndel und zwar speciell zu einem rechtwinkligen wird. Wegen der reci- 
proken Beziehung von M und Jlfi ist dann auch jeder Ebene von Mi ein 
bestimmter Strahl von M^ zugeordnet, und auch M^ wird zu einem polaren 
Strahlenbündel, wenn auch im Allgemeinen nicht zu einem rechtwinkligen. 
Bekanntlich aber hat jeder polare Strahlenbttndel drei Hauptaxen, die auf 
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einander Benkrecht stehen, and deren Verbindongsebenen drei Symmetrie- 
ebenen des polaren Strahlenbttndels and seiner Ordnongsfläche sind; und 
zwar ist jeder Haaptaxe die zu ihr senkrechte Symmetrieebene zugeordnet 
Jeder Hauptaxe von M^ und der zu ihr senkrechten Symmetrieebene ent- 
spricht aber in dem rechtwinkligen Bündel M eine Ebene und der zu ihr 
senkrechte Strahl, woraus folgt, dass den drei zu einander rechtwinkligen 
Hauptaxen von Mi drei zu einander rechtwinklige Ebenen von M ent- 
sprechen, und den Verbindungsebenen der ersteren die Schnittlinien der 
letzteren. 

Erinnern wir uns nun, dass jeder durch M gehenden Ebene von £ 
derjenige unendlich ferne Punkt in JSi entspricht, welcher auf dem ihr ent- 
sprechenden Strahle von Mi enthalten ist, so ergiebt sich ohne Weiteres 
der Satz: 

In iswei reciproken Rmimen JS und JSi^ deren Mittelpunkte M und Mi 
nicht unendlick fem liegen^ können zwei rechtwinklige Dreikante so bes timmt 
werden, dass den drei Ebenen eines jeden derselben die drei ut^endUch fernen 
Kantenpunkte des andern beziehungsweise entsprechen. Die Mittelpunkte dieser 
beiden Dreikante fallen mit M und Mi zusammen. 

Zugleich folgt aus der Beweisführung, dass im AUgemeinen nur ein 
einziges Paar von rechtwinkligen Dreikanten, die auf die angegebene Art 
einander in den reciproken Räumen entsprechen, existirt*). 

11. Den einfachsten analytischen Ausdruck für die reciproke Ver- 
wandtschaft der Räume 2 und ^i erhalten wir nun, wenn wir die Kanten 



*) Durch die Gonstruction der beiden rechtwinkligen Dreikante erledigt sieh 
beil&ufig auch das kürzlich von Herrn Schröter aufgestellte Problem: 

„Zwei reciproke Räume in involutorische Lage zu bringen, sodass sie ein räum- 
lidies Polarsystem bilden." 

Ergänzt man nämlich die rechtwinkligen Dreikante durch die unendlich ferne 
Ebene zu zwei (uneigentlichen) Tetraedern, und bringt man diese so zur Deckung, 
dass M und Jf , zusammenfallen und zugleich jede Kante des einen Dreikantes auf der 
ihr entsprechenden Ebene des andern normal steht, so gelangen die Bäume in in^o- 
lutorische Lage. Denn jedem Eckpunkte des Tetraeders entspricht alsdanu seine 
Gegenfiäche in doppelter Weise. Die Schrötemche Aufgabe hat demnach im Allge- 
memen vier Losungen. 

Liegen die Punkte M und if^, welchen in den reciproken Räumen unendlich 
ferne Ebenen entsprechen, selbst unendlich fem, tritt also der vorhin ausgeschlossene 
Specialfall ein, so hat die Schröterf^che Aufgabe im Allgemeinen keine Lösung. Viel- 
mehr ist in diesem Falle noch eine Bedingung zu erfüllen, damit die reciproken Bäume 
ein gewöhnliches Polarsystem, und sogar zwei Bedingungen, damit sie ein Nullsystem 
zu bilden geeignet werden. 
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dieser beiden rechtwinkligen Dreikante als Axen von zwei orthogonalen 
Coordinatensystemen annehmen, anf welche wir die Känme einzeln beziehen. 
Die Bezeichnung MX^ MY, MZ resp. M^X^^ MiY^^ ifiZ, dieser Axen 
wählen wir so, dass dem unendlich fernen Punkte von jeder derselben (z. B. 
von MX) diejenige Ebene {MxYyZx) entspricht, welche auf der gleich- 
namigen Axe {MiXx) normal steht. 

Jedem Punkte [Xy y, a) des Raumes -2" entspricht nun in -Z", eine 
Ebene, deren Normalcoordinaten in Bezug auf die Axen Mx X^ , M^Y^^ M^ Zy 
wir mit «', ß\ /, p' bezeichnen wollen; und wenn (a?, y, «) eine Ebene 
fa,/5,y,p) von J2' durchläuft, so dreht sich die Ebene («',/?',/,/>') um den 
entsprechenden Punkt (a?', y', «') von .2,. Die Transformationsformeln, welche 
den Uebergang von a?, y, z zu «', /?', y\ p' vermitteln, müssen also so be- 
schaffen sein, dass durch sie die Punktgleichung aa?+/3y + y«—p = einer 
Ebene («, /?, y^p) von S übergeht in die Tangentialgleichung 

des entsprechenden Punktes^ {x\ y', «') von 2y\ sie müssen folglich in Bezug 
auf Xy py z und n\ ß\ y\ p' vom ersten Grade sein. Man findet leicht, 
dass sie sich vereinigen lassen zu der Proportion: 

(1.) ax:by:cz:d^a: ß' : / : p\ worin «"+ /i^'+/'' ^ 1 ; 

woraus durch Einsetzung von x, y, z in die Gleichung ax+ßy+ys—p = 
einer Ebene («, /?,y,/?) sofort folgt: 

(2.) a:ß:y:p = ax:by':cz':dy worin a'+//^4-y^ = 1. 

In der That sagt jede dieser Formeln aus, dass dem unendlich 
fernen Punkte jeder Coordinatenaxe diejenige Coordinatenebene entspricht, 
welche auf der gleichnamigen Axe senkrecht ist. Denn z. B. fltr a? = no 
wjerden ß', y und p' Null und a' = + 1, d. h. dem unendlich feinen Punkte 
der Axe MX entspricht die Ebene Af, y, Z, ; fUr x = dagegen wird a' = 0, 
d, h. jedem Punkte der Ebene MYZ entspricht eine zur Axe MiX^ parallele 
Ebene und folglich der Ebene M YZ selbst der unendlich ferne Punkt von 
MiXy. — Die Constanten a, b, c, d der Transformationsformeln (1.) und (2.) 
sind so zu wählen, dass einem beliebig anzunehmenden Punkte (a?,, y,, a.) 
von 2 die ihm in JS^ entsprechende Ebene («,',/?,-,y, ■,/?!) auch durch jene 
Formeln zugewiesen wird; sie sind dadurch bis auf einen nicht weiter in 
Betracht kommenden gemeinschaftlichen Factor bestimmt. Weil alsdann 
durch die Formeln (1.) und (2.) fünf Punkten von S die ihnen entsprechenden 
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Ebenen von JS^ zugewiesen sind (denn dem Punkte M von JS' ist durch (1.) 
die unendlich ferne Ebene /?' = oo von JS^ zugewiesen), so sind jene Formeln 
der getreue Ausdruck der reciproken Beziehung beider Räume (9.). 

12. Durch die reciproke Transformation, welche durch die Formeln 
(1.) und (2.) repräsentirt wird, verwandelt sich nun die Gleichung: 

t 

der 11^® ° Nullfläche <t^ eines Massensystemes in die Gleichung: 

der ii^®° Nullfläche Ff eines Systemes von Ebenenwerthen. Und zwar ent- 
sprechen die einzelnen Ebenen («i,/^o yl,j»i) dieses Werthen^ystemes den 
Punkten (o:,, j/i, Zi) des Massensystemes, und die ihnen beizulegenden Werthe 
^- sind aus der Masse m^ und den Coordinaten der ihnen entsprechenden 
Massenpunkte zu berechnen nach der Formel: 



(ö.) Ui^miiiPi) =mi\^ ^i J . 

Ebenso verwandelt sich die Gleichung einer Fläche «^' Ordnung F": 

F^{x, y, z) = j:iiij{ajX+ßjy + rjZ--pjT = 

in diejenige einer Fläche *J ^^«r Classe, nämlich in: 

*?(«', /?', r\p') = f ^(«'^;+/?'y;+/«;-/''r = 0, 

wenn gesetzt wird: 

(4) mj = /Äj.pJ. 

Die dem Punkte (xj^yj^jsj) beizulegende Masse mj ist also gleichzusetzen 
dem ii^° Momente des Werthes /Hj seiner entsprechenden Ebene («y, ßjy y^^pj) 
in Bezug auf den Mittelpunkt des Raumes 2. 

Das Massensystem, von welchem *" die »^ Nullfläche ist, hat in 
Bezug auf die Fläche F" das Moment: 

dasselbe geht durch die Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) ttber in 

ist also gleich dem Moment des Werthensy stemes , von welchem Fi die, 
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n^ Nnllflttche ist, in Bezug auf die Fläche *T. Ist das erstere Moment 
Null, so verschwindet auch das letztere, oder: 

Sind die Flächen 0" und F" zu einander apolar, eo gut daeselbe van 
den Flächen FT und 4>7 , in welche sich jene durch die reciproke Transfor- 
mation verwandeln. 

13. Wie schon oben (9.) bemerkt wuide, lässt sich dieser Satz sofort 
auch auf zwei Flächen ** und F" (von der Classe k resp. Ordnung n) aus- 
dehneii, die zu einander apolar sind. Da wir nun zwei Räume in der all- 
gemeinsten Weise collinear auf einander beziehen können, indem wir sie 
auf einen und denselben dritten Raum reciprok beziehen, so werden die 
gegenseitigen Relationen von zwei zu einander apolaren Flächen auch durch 
collineare Transfonnationen der Flächen nicht geändert. Daraus folgt aber, 
dass der obige Satz auch gilt flir den speciellen Fall der reciproken Trans- 
formation, den wir oben (10.) ausgeschlossen haben; denn dieser Fall von 
zwei reciproken Räumen, deren Mittelpunkte unendlich fern liegen, wird auf 
den allgemeinen Fall zurückgeführt, indem man den einen Raum durch 
einen zu ihm collinearen ersetzt. Demnach gilt ganz allgemein der Satz: 

Durch eine collineare oder reciproke Transformation gehen zwei zu 
einander apolare Flächen allemal in zwei ebenfalls zu einander apolare Flächen 
über; die gegenseitigen Beziehmgen apolarer Flächen sind also invariant. 

14. Wir fanden oben (3.), dass eine Fläche k^^^ Classe mit jedem 
(«—A)-fach gezählten Punkte ihrer Polare bezüglich einer Fläche n^^^ Ordnung 
eine zu der letzteren apolare Fläche n^^^ Classe bildet. Weil nun die 
gegenseitigen Beziehungen apolarer Flächen invariant sind, so ergiebt sich: 

Die gegenseitigen Beziehungen einer Fläche n*^^ Ordnung, einer Fläche 
&'«*• Classe und der Polare der einen dieser beiden Flächen in Bezug auf die 
andere bleiben ungeändert , wenn die drei Flächen eine collineare, und gehen 
lediglich in die reciproken Beziehungen über, wenn sie eine reciproke Trans- 
formation erfahren. 



§. 4. Neue Invarianten und Covarianten algebraischer Formen. 

15. Damit flIr ä<C« eine Fläche k^^^ Classe zu einer gegebenen Fläche 
«ter Ordnung apolar wird, müssen ihre N{k) Parameter nicht weniger als 
iV(»— A)4-l für sie linearen Bedingungsgleichungen genügen; im Allgemeinen 
existiren deshalb solche zu der F" apolare 4^ nur dann, wenn k^n^-k 

22* 
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oder 2h >n ist. Giebt es aber zu einer F" auch für 2/r <C n eine apolare 
0*, so ergeben sich durch Elimination der N[k) Parameter von 4^ aus jenen 
linearen Bedingungsgleichungen 

iV(»-*)-iVf*)+l oder iv(-^^^)+2 

neue Gleichungen zwischen den N{n) Parametem der Fläche F" fi*«^ Ord- 
nung. Und weil alsdann auch jede zu F** collineare oder reciproke Fläche 
eine zu ihr apolare *J respective F* besitzt, so bleiben diese Gleichungen 
bestehen, wenn in ihnen die Parameter der F* ersetzt werden durch die- 
jenigen einer zu F" coUinearen oder reciproken Fläche. Das System dieser 

N(^ — zW)"^^ GfefcÄiingre« besitzt also die Inearianteneigenschafl, 

16. Z^B. zu einer Fläche dritter Ordnung, in deren Gleichung: 

wir 

setzen wollen, giebt es eine apolare Fläche erster Classe: 

wenn flir alle Werthe von x, y, z die Gleichung: 

2uj{ajX,+ßjy, + yjZ,-pj).{ajX + fijy + yjZ-pjy = 

identiötrh erfüllt ist. Die Fläche reducirt sich in diesem Falle auf eine 
KcgelÜäche dritter Ordnung mit dem Mittelpunkte (a:i,y,,ai). Jene Glei- 
chung imn zerfUUt in zehn Gleichungen, und durch Elimination von x^ 
y,, «, erhalten wir daraus sieben Gleichungen flir die o,,r^^, welche zu- 
Kiiinmcngefasst werden können in der Formel: 

ttjIMM) ^laW) ÖJUJ) Ö„4j2 ÖiiKj OaoiO Ö^UMI ÖiiMji Öiiui öioii 
O'iU*) Ö03(J0 ö|)no fl|||02 Ö!j2iO Öiiio öj^iji) ^iim ^»)l öuiii 

öioiu Omni ÖtMöci ÖIMI12 Ötiiw Ökih) Öjho Ömii öiiiii Ötjißi 
öi««)i öii.oi flijini öiiMO öiiiii öioii ö|iui öiwß ^)iü2 Ömi2 

|)h*.Mc Formel also drückt aus, dass die Gleichung: 
<iliic Keijrelfltfche dritter Ordnung repräsentirt 



= 0. 
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17. Ist n eine gerade Zahl imd * = -y ®^ nitlBBen die N(2k) Para- 
meter der Fläche F" oder F^ einer Bedingung genügen, damit eine zu F'* 
apolare ** existire. Nämlich die Gleichungen: 

^(^jic^jx+ßj9+rj^-pjr = von f' 

und 

2:m.(aa?,+/3y,+y«,— p)* = von ** 

repräsentiren zwei zu einander apolare Flächen, wenn für alle Werthe von 
x, y, Ä die Gleichung : 



j » 



erfüllt ist; zerlegen wir aber diese Gleichung durch Entwickelung nach 
Potenzen von x^ y^ ;5 in iV(ft)-fl andere und eliminiren sodann aus diesen 
die JV(Ä)+1 Coefficienten ^m.xf jf^js- der Gleichung von **, so erhalten wir 

jene eine Bedingungsgleichung für die Parameter der F^\ Diese sehr leicht 
aufzustellende Bedingungsgleichung ergiebt sich in der Form /2k = 0, und 
zwar ist Ji* eine symmetrische, (iV(/f)+l)-zeilige Determinante, deren Elemente 
die Coefficienten der Gleichung von F'* sind. 

18. Setzen wir ganz ebenso wie Jak eine Determinante Ji^ zusammen 
aus den Coefficienten einer anderen Gleichung, welche aus derjenigen von 
F^* durch eine coUineare oder reciproke Transformation sich ergiebt, so 
verschwindet J^k nur dann, wenn J^^ verschwindet, und /^ nur dann, wenn 
J^j^ == ist; denn eine zu F'* coUineare oder reciproke Fläche besitzt nur 
dann eine apolare Fläche k^^^ Classe respective k^^^ Ordnung, wenn zu F'* 
eine apolare ** existirt. Daraus folgt: 

Die Determinante J^ky deren Verschwinden die Bedingung ist^ dass zu 
einer Fläche F'* 2k^^ Ordnung eine apolare Fläche ¥^ Classe existirt ^ ist 
eine absolute Invariante der quatemären Form £ /^j{a^x+ßjy+yjS6—pjU)f^y 

welche gleich Null gesetzt die F^* repräsentirt {für w = 1). 

19. Wir erhalten z. B. für 2* = 4, wenn wir zur Abkürzung setzen: 

folgende Invariante dieser quatemären biquadratischen Form: 
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J* = 



^a«jii fljitjj flju, Oj^j Ojjui, Ojiifi fljiüj a2,a(j o^fiii Osotn 

j^mi Ö2BI, 021111 ^Jii flii»! flnui fliaii «11211 «1111 Onm 

i 

^*i ^11'- <*B/2IJ ^11 «Uli» «ll»l «Uli ÖMOü Ö1U21 «1012 

. ^jii ^i«a ^Ai «üiQ «iHfi «iiii «iitß «imi Ö1012 ökmo 

, flau fliiii «i2ii, fli3i,i 4p|iii <^aii» ^am ^^jiai fliuii Oi«j2 

; fliiM fliii»» flitjii «1111 ^oiij flii>?i fl^rtii öinau ö(u2i fliiiij 



■fl»n fli3ui «im «ii«xi ^ttn <^aii ^bh ^1121 «0112 «c 



)va 



ÜAOi «iiai flpaj Aböi ^j»i ^11311 öiiiii fliiMu fluaii ^«22 

,«3.11 lliiii öitBi fli.ii2 <^j2ii fl»ii2i ^ni2 ^mai ^iw ^nm 

j 

' flaiß fluia fluii2 flwa «oß ^»112 ^im ^iu22 ^jrna «ühw 

Verechwindet dieselbe, so existirt zu der Fläche F*, welche durch die 
qiiatenäre Form reprSsentirt wird, eine apolare 4»^^ und die Form ist dar- 
stellbar als Sunme von nenn Biquadraten (Tgl. a. a. O. p. 129). — Ebenso 
erhalten wir ftr 2ir = 2 die bekannte InA-ariante 



X = 



•ll •« fl« «14 

«II «:2 «J3 «24 

«Jl «3> «M «34 

«41 «4i «43 «44 



der quadratischen Form: 

F\x^f.5.r' ^ «uxS «-jfS «3j5*+044iD^ + 2a,ja:y + 2ö,3xa + - • + 2ö34air. 

Wenn dio?^* luvariauto vensu^hwindet. so existirt zu der F^ eine apolare **, 
und F' ist oino Kojtt^Wäohe zweiter Dnlnung: zugleich kann in diesem Falle 
die quHtornSri^ Form l*^(x,f, 5, «r} als Summe von drei Quadraten dar- 

jrt^stoUt wor\lon» 

äl). Aus dor luvariÄUtc J» der quadratischen Form ergiebt sich be- 
kanutUch dio l/^aKst^'ho Functioualdotenuinante einer quatemären Form 
'^*\Af*^**'* n*^»* Umdcs, wouu man die Elemente «^^ durch die zweiten 
l >iftVtv«nHlquotioutou dor Form ersetzt. Ganz ebenso erhält man fllr 2/f<i» 
HUH dor luvarianto Ja ^'l^^<' rovariante dor Form F*Cx, y, «, ir), wenn man 
dlo Klomouto «•^..,,, dor Invariante dun^h die 2* (=:^ + r+« + 0*®° Differen- 

lirth|MOlioutOM *-lV.^^ .w^ ^^^'"^ ^'^^^^^^ oi-sotzt. Diese Covariante ist vom 
K \ mdo ; 
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in Bezug auf die Variablen x, y, z, tv. Sie repräsentirt den geometrischen 
Ort eines Punktes, zu dessen (n— 2&)^®° Polare bezüglich der Fläche F* 
«ter Ordnung eine apolare Fläche M^r Classe existirt 

Für eine Fläche fünfter Ordnung ergiebt sich auf diese Weise aus 
J^ eine covariante' Fläche zehnter Ordnung, während ihre ^e^^esche Fläche 
vom zwölften Grade ist. 

Strassburg i./E., 14. Juli 1874. 



ä 



176 



New Demonstration of the Reduction of Hyperelliptic 

Integrals to the Normal Form. 

(By John C. Malet. Trinity- College Dublin.) 



M.. Richeht has given a demonstration of the foUowing theorem in 
this Journal vol. XII page 181. „Let R{x) denote any rational algebndc 
fanction of x and 

where a?t, 0:2, a?3, .•• ^2m ar^ real quantities positive or negative, then 
the integral 



/ R(x)dx 



between whatever limits we integrate, may aiways be reduced by rational 
substitations to forms similar to 



u 

where 






A.^-3(&,ö; = i/(l~&^8in'd)(l-/fl8in^d)...;l-&L-48in^ö}, 

being a real angle and k^^ &j , ... A^„._^ real positive quantities each less 
than unity." 

In the present memoir I propose to show that this reduction may 
aiways be effected by four substitutions, which by their union and repetition 
lead to the required result. 

If in the integral to be reduced we make the Substitution 

we find the relation 

- rR(jD)dx _ f HCsin^g) 

"V yX ""7 A2„,.3(*,ö)' 

where 

A = j-(a^-a?4)(a?2-ir5)...(ir,-ir3)"""'|* 
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and 



(a?, — x,)(a?,— aj2m) 

If now 

a?i I> aj2 1> 3?3 . • • I^ aj2m ^ 

we see that the modoli are all real quantities less than unity, and it onlj 
remains to show that through whatever limlts we take sin^ 0, we can alwaya 
make the integral 

rR(ßm'd)de 

depend on slmilar integrais in which the amplitndes are real angles. 
Let 8in'd = y and 



and the integral we are considering becomes 

Now call this integral 

as y ranges between the limits — -» and 0, /i, 

- - - - - - and 1, Jij 

- - - - - - 1 and -p-, /a, 

and -TT-, ^4, 



k' "* *! ' 



ftJ^d -Ti , /p+4? 



kp ^4-1 

and it now remains to prove that /i, J3, J«, ... J'^^ can be made to depend 
on integrais of the form J2. 

I suppose the modnli arranged in order of magnitnde k being the 
greatest; and by R{z) I denote merely a rational fnnction of ss, not ne- 
cessarily the same fnnction in eaeh case. 

Let 

1 1 

(2.) 9 = -Li or sin^d = -rT .-r— , 

^ '' ^ fem^» *2m-48m> ' 
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and we see that by tliis snbBtitntioii we make the integral 

fh (Bin' 6) de 

depend on Integrals of the form 
the new modnli being 



A^ni— 4 fem— 4 Asm— 4 ^2«— 4 



»»111-4 



*2m-fi ' *2to-6 ' ' * ' Ä, ' * ' 

which I call 

which are arranged in order of magnitnde. 
Now 

while sin^ B lies between + oo and vj — , sin' 9 lies between and 1, 



kl 



Im— 4 



11 1 

Bin^tf - - Ti — and ^i — , ^\s^ip - - 1 and -rr? 

Wm-4 *?m-5 ' ^ * ' 

and generally 

while sin'tf lies between ^^ and -ri — , sin^ üe» between t^ and 31 

Hence it is seen at onee that by Substitution (2.) 

Ji^ can be made to depend on the form ^2, 

and generally 

Jj, can be made to depend on the form /2m+2-p- 
Now by the Substitution 

= -J^ 
^ «— « 

the integral 

J A2m-3(*, ») 

is made to depend on an integral of the form 

J iZ ' 

where 

z = »(»-«)(»-- n^)(«-j=^)-(»- i_t^^ )- 
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Take now 



et i tt g ) a i a a \ , , 

a a i a « 1 • t 

and it is knowa from (1.) that the integral 

J vz 

becomes of the form 



where 



ia a \ a 

(lir^ i_-*«^j 1-äv 

, _ \U^^ l^k'ß)\i-'k]ß''^) _ 1-*' *[^ 



^ = 






Now since 



Ä = 



— ^y _ 



er sin* ö 



•/l 9 



l_^y 1 — /Jain'd 



we easUy find 



id.j sin e/ - (i_jtj3^«_^.(l_fct)gin«g,' 
by which Substitution therefore the integral 

is made to depend on an integral of the form 

/ ^C8iD»flry 

where 



.2 



1 — fc* 2 1 — ^ ^* 2 * — k k^ — A2m— 



/^ =T--ITi ^i = l-TrTr? • • i^p = 



2-p 



Now as 

1 



11 1 

sin^d ranges from ^rr to -ri — , sin^cp ranges from j^ — 



to 



2— j» ^m— l— p 

23* 
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Hence by this Substitution J^^y can be made to depend on /2m+2-,>; but by 
Substitution (2.) we made Jam+i^ depend on Z^, therefore by uniting substitutlons 
(2.) and (3.) we make ^^,+3 depend on J^,; and the theorem is eompletely proved 
if we show that Ji and J^ can be made to depend on J2 ; now by this last 

Substitution as sin^d ranges from 1 to ^, sin^y ranges from 1 to 0. Hence 

by this Substitution J3 is at once reduced to the form J^, and it is evident 
that the Substitution 

(4.) -sin'ö = tan'/, 

by which each modulus is changed to its complement, reduces the form •/, 
to J2 ; hence Jp can always be reduced to J^ by means of union or repetition 
of substitutions (2.), (3.), (4.). 
To sum up 

J^+3 depends on /jm+a-p and J^ on J2. 

The new amplitude (p and moduli .u^ ^i, , ... ,ihrn-4 being given by equations 
following, viz. 

\ smy = --. ^^^,^.^,^ , 

,,2 ^ — ^ ./i __ i — k k] 2 _ i^k k* — k2m~-2 -p 

f^-i^ky ^»-1-*J*»' '''' i-k]'k'^ki„^^/ 

Now this new J2m\-2^ depends on Jp, the new amplitude xp and moduli A, 
Aj , ^2 , . • . '^2m-* being given by the equations 

l 

sinV = —i — cosec'g?, 

(B.) { "'-' 

*-~fl,n,-,' '~^2™-0' '"/*»™-5-/ ^"—- '*»'»-♦• 

Hence Jp+3 is reduced to the form Jj, where the new amplitude and moduli 
are given by the eqnations 

. j , k*-kl i-k\sin*e 



2? »I — *« A jj ^ — A k] — Ät* 

*s,«-4 - k*-kl' k]^ ^"-« ~ 1-»; ik* - AJ 



1 » 



• 
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Writing down also the formulae 

(C.) wi^e+Uua'x = 0, 

we see that in every case the four formnlae (A.), (B.), (C), (D.) being 
nnited and repeated are sofiGicient to effect the rednetion of the integral 

/ R(x)dx 
vx 

to the normal form of hyperelliptic integrals. 

Trinity College Dnblin. June 29, 1874. 
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lieber die Multiplieationsregel f&r zwei 

unendliche Reihen. 

(Von Herrn F. Mertetu in Krakau.) 



Cauch^ *) und Abel **) haben eine Multiplieationsregel fUr zwei 
eonvergente unendliche Reihen 

(1.) u^^^ tl|, ih, ... 
(2.) ro, i?i, i?2i • • • 

aufgestellt, nach welcher 

ist, wenn die Reihen 

modt<(), modtti, modi^, . . • 

mod«o, mod«i, modr?, . . . 
convergiren und 

fi,if?(i = fTü, 

«fj«2 + ttl«>l+.««2«?0 = tt?2, 

allgemein 

gesetzt wird. 

Dieser Satz lässt sich erweitem und behält auch dann noch seine 
GtQtigkeit, wenn nur eine der Reihen (1.), (2.), z. B. die erste, so beschaffen 
ist, dass die analytischen Moduln ihrer Grlieder eine convergente Reihe bilden. 



*) Gours d'analyse algöbrique. 
**) Oeuvres complötes. Tome V VII. 



Hertens, über die MutUpKcaüansre^el für sMoei unendliche Heiken. Ig3 

Um dies £U beweisen, reicht es hin, eine Grenze % der Art ancn- 
geben, daas für jeden über ^ hinans liegenden Stellenzeiger n die analy- 
tischen Moduln der Unterschiede 

An = «?ü+«?l+-- + «^2n — (tto4-t»lH |-ttn)(»ü+ «,+ ••• + ©,), 

-^2n+l = «?ü+««?lH |-«^2n+l~(«ü+tt|H h W«+l) («» + »1 + -- + ©n) 

eine Grösse « von vorgeschriebener Kleinheit nicht zu erreichen vermögen. 
Man findet zunächst identisch 



(3.) 



+ tt|.+l(t>ü+«>l+--- + «>n+l) + «,4-^(«>ü+t?iH |-«>»-2) + --' + «2n«ü, 

+ tt«+2 («0+ «>1+ • • • + «>«-l) + Wn+3 («?ü+ t>,+ • • • + t>„-2) + • • • + «2«+^ 

Femer lassen sich, da die Reihen 

modfiii), modtfi, modti2, • . . 

•^07 ^l^ ^2j ... 

als convergent vorausgesetzt werden, zwei Zahlen A und B finden, welche 
für jeden gegebenen Stellenzeiger m die Bedingungen 

modfi„+modtii+modi«2H l-modti^ <; A, 

mod(ro+ri+r2H [-«J < B 

erfüllen. 

Dies vorausgeschickt, bestimme man eine Grenze ^ derart, dass für 
jeden über ^ hinaus liegenden Stellenzeiger n und einen beliebig gegebenen 
Werih von m 

modtt„+,+modfi,+2+ •+modii,+„, < ^_^^ , 



mod (c,+i 4- r,+2 + ••• + «»+«») < -j:^ 

wird, was nach der Über die Reihen (1.), (2.) gemachten Voraussetzung 
immer möglich ist Es ist dann nach (3.) für jeden Werth von n, welcher 
m ist. 
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mod^,,^mod•«ümod(«^+l+c,4.2^ — hc20+modi«imod(€>«^.i+c,+2H — l-©2«-i)4—- 

• • • + modif..t modO), 
4- mod 11,^1 mod (©ci+«iH — h©«_i)+modi«i mod(f?„+«iH — h^n-i) + - 

•••+niodiiHniodrn 
j^(modtto4-modiii+"4-modii,_i)+J?(modii«+i4-modii,+2H — hmodi^,) 



und ebenso 

mod ^3^4.1 < €. 

ELiakaa^ im Februar 1874. 
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Anwendungen der Detemiinantentheorie auf die 

Geometrie des Maasses. 

(Von Herrn G. Frobenius.) 



Im Jahre 1868 wurde ich durch eine von der philosophischen Fa- 
cultät der Berliner Universität gestellte Preisfrage dazu veranlasst, mich 
mit den Anwendungen der Determinantentheorie auf die Greometrie des 
Maasses zu beschäftigen, und ich schrieb damals Über diesen Gegen- 
stand einige Abhandlungen, von deren Veröffentlichung ich bisher durch 
anderweitige Arbeiten abgehalten war. Inzwischen kam mir die Abhand- 
lung des Herrn Darboux^ Sur les relations entre les groupes de points, 
de cercles et de sph^res dans le plan et dans l'espace, (Annales de TEcole 
Normale, 2® S^rie, Tome I, ann^e 1872 pag. 323) zu Gesicht, gerade 
während ich dabei war, einen kurzen Abriss aus meinen Untersuchungen 
zusammenzustellen. In dieser fand ich einen grossen Theil der von mir 
behandelten metrischen Relationen und geometrischen Constructionen auf 
eine sehr elegante und originelle Weise entwickelt. Während indessen bei 
Herrn Darboux die geometrischen Constructionen mit den metrischen Re- 
lationen in keiner Verbindung stehen, ist es gerade einer der Hauptzwecke 
meiner Arbeit, zu zeigen, wie sich aus wenigen metrischen Beziehungen 
die Auflösungen complicirter geometrischer Aufgaben mit der grössten 
Leichtigkeit und Einfachheit ablesen lassen. 

Theils aus diesem Grunde und theils wegen der Schwierigkeit, die- 
jenigen meiner Resultate, welche in jener Abhandlung nicht enthalten sind, 
abgetrennt von den Übrigen darzustellen, will ich meine Entwicklungen hier 
im Auszuge mittheilen. 

Da die Relationen, welche in der Ebene bestehen, auf demselben 
Wege gefunden werden, wie die entsprechenden im Räume, so will ich auf 
sie nicht uäher eingehen, dafür aber vor den räumlichen Gebilden die auf 
der Kugeloberfläche betrachten. Ich citire die dritte Auflage der Deter- 
minantentheorie des Herrn BcUtsser mit B. und die Abhandlung des Herrn 
Darboux mit D. 

Journal far Mathematik Bd. LXXIX. Heft 3. 24 
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I. 

Relationen in Systemen von BLreisen, Punkten und Hauptkreisen 

auf der Kugel. 

§.1. 

FAn Kreis auf einer Kugel vom Radius 1 hat zwei sphärische Mittel- 
punkte, die Gegenpunkte sind, und vier sphärische Radien, von denen sich 
je zwei demselben Centrum zugehörige zu 27i ergänzen. Sind Centrum und 
Radius eines Kreises gegeben, so verstehen wir unter seinem Innern den- 
jenigen der beiden von ihm begrenzten Theile der Kugelobeilläche , auf 
dem sein Centrum liegt, oder den andern, jenachdem sein Radius kleiner 
oder grösser als n ist, und unter seinem positiven Drehungssinn den ent- 
gegengesetzten des Zeigers einer Uhr, welche im Innern des Kreises auf 
der Kugeloberfläche liegt Sei F einer der beiden Schnittpunkte von zwei 
sich schneidenden Kreisen, und seien G und H die Punkte, welche auf den 
beiden Kreisen im positiven Sinne unmittelbar auf F folgen. Geht man 
dann dem festgesetzten Drehungssinne gemäss von der Tangente FG zur 
Tangente FH über, so beschreibt man den Winkel, den die beiden Kreise 
am Punkte F einschliessen. Nun lehrt die Anschauung, dass die Winkel, 
welche zwei Kreise an ihren beiden Schnittpunkten einschliessen, einander 
zu 2n ergänzen. Trotzdem können wir von dem Winkel zweier Kreise 
reden, so lange wir nur den Cosinus des Winkels in Betracht ziehen. 
Wenn andere Functionen des Winkels gebraucht werden, so wollen wir, falls 
die Centralaxe der beiden Kreise gegeben ist, einen ihrer beiden Schnittpunkte, 
z. B. den links von der Centralaxe liegenden, vor dem andern bevorzugen. Ist 
dieser F, und verbindet man ihn mit den Mittelpunkten A und B durch die- 
jenigen Hauptbögen, welche gleich den Radien der beiden Kreise sind, so ist 
der Winkel AFB gleich dem von den beiden Kreisen gebildeten Winkel. 

Wenn daher ip der Winkel zweier sich schneidenden Kreise mit den 
Radien r und $ und a ihre Centralaxe ist, so ist 

(1.) sinrsin^cos^ = cosa — cosrcos«. 
FUr den Fall nicht reeller Schnittpunkte oder nicht reeller Kreise wird 
der Winkel ip durch diese Gleichung bis auf das Vorzeichen definirt Ist 
der zweite Kreis ein Hauptkreis, so ist sin r cos (p = cos o, oder wenn p den 
Abstand des Centrums des Kreises r von dem Hauptkreise bezeichnet, 



(2.) C08(f = 



smp 
Binr 
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Der Abstand eines Punktes von einem Hanptkreise ist positiv oder negativ 
zu nehmen, je nachdem der Punkt auf derselben Seite des Hauptkreises 
liegt, wie dessen Pol oder nicht Ist der erste Kxeis ein Punkt und der 
zweite ein Hauptkreis, so ist demnach 

(3.) lim sin r cos y = sinp. 

Ist der zweite Kreis ein Punkt, und r die Länge der von ihm an den 
ersten gelegten sphärischen Tangente, so ist cosa = cosrcosr und daher 

(4.) lim sin« cos 9 = — 2cot^sin'-2-• 
Sind beide Kreise Punkte und r ihr Abstand, so ist 

(5.) lim sin r sin «cos 9 = — 2sin^-2^- 

Die Relationen, welche in Systemen von Kreisen gelten, enthalten daher 
die, welche in Gruppen von Punkten, Kreisen und Hauptkreisen bestehen, 
als specielle Fälle unter sich. 

Zum Coordinatendreieck wählen wir ein dreirechtwinkliges Dreieck, 
dessen erste, zweite und dritte Ecke dem positiven Drehungssinne gemäss 
auf einander folgen. Unter den Coordinaten eines Punktes verstehen wir 
die Cosinus seiner sphärischen Abstände von den Ecken des Coordinaten- 
dreiecks. 

§.2. 
In einem Systeme von fünf Kreisen nenne ich r^ den Radius des 
;ften Kreises und x^, y^, a^ die Coordinaten seines Centrums. In einem 
zweiten Systeme bezeichne ich die analogen Grössen mit Strichen. Ist dann 
c^i der Cosinus der Centralaxe des x^®^ Kj-eises im ersten und des i*®^ im 
zweiten System und y,; der Winkel, unter dem sich diese beiden Kreise 
schneiden, so ist 

sin r, sin r'i cos fp^i = c^x — cos r^ cos r, = x^ x'i + jf, y i + ** *i ~" ^^s ^* cos ri. 

Man bilde nun das Product der beiden identisch verschwindenden Deter- 
minanten 

(0, X, ff, z, cosr)(0, x\ y\ z\ -cosr'). 

Diese Sjnnbole bezeichnen Determinanten, deren Zeilen man erhält, indem 
man den in ihnen vorkommenden Grössen der Reihe nach die Indicea 
1, 2, ... 5 ertheilt Alsdann erkennt man, dass 

(6.) ^+cos9ii...cos9s5 = 

24* 



'■»k/S*"^: 



". ILt 






T'ia neftr ab iiBf Kreisen die ana- 
.usac!^ ^ijffä^ftme findet man. indem 






n *• i IT. -i 



— — X" 



Ziäie. mn: «««r, smhiplieirt, von 



tt^ 1. 



f* 



1. m^ 



Ät ^ 



-'la TKsr 



Aenselben Ortho- 
d» Eweiten Systems, 
letzten Colonne 
in denen vier 
¥efieki^eii andern ge- 



T . 



«^ = 



»» 









Krdhe iRf$ iv^in» ^Tstems, nnd 
^ fiioa mftK JT nm vierten Kreise 
fiiofli n ier L'nKvzBante 8.; die E]e- 
"^^TsrfcvtiiifieflL » besteht zwischen 
ier*« •>ii>^>BaIkreise sieh recht- 



m X.""r*fc<i«u 



A ^^ 



't - 



. ,-^Hj4»a = lA 




X <H;:m,'«ii;, .dfe^ « »6 * -jitr^ -wiwi »Infafl Wkfec ist erfiUlt, wenn 
j^ V t-.«<. .*!iv *wÄt <?>CMte ttiÄttib*? rvMnaiBue kftknL weil dann nnter 
ait.« .r-M»::»^^ ^•** MN^iMa^tÄ«« «» «wr »c «ier A rechtwmklig 
^•i,«.auu t:.*^. ^-i« * Xitt^^tmnkn« itfr A« Knf&e A» iwehen Systems 
^ **Ku, u.*i^T^-^ Ks^^ »' j»^ «• MaKqrMfci von R geht, oder 

^^ ^ ii>ijnfin äe tU^hung (9.) die Be- 



«^ K^ftlft N^* 



V *« 



Jl in einem Punkte 
finii^h einen Punkt 
90 bleibt nur noch 
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dingUDg dafür, dass »ich die drei Kreise in einem Punkte schneiden. Die 
gewonnenen Resnltate lassen sich in dem Satze zusammenfassen: 

Die Determinante^ gebildet aus den Cosmus der Winkel, im denen n 
Kreise von n andern geschnitten werden, verschwindet, wenn ii>>4 ist, tm* 
bedingt; wenn « = 4 ist, falls die eier Kreise des einen Systems dasselbe Po^ 
tenzcentrum haben; wenn n = Z ist, falls sich die Orthogonalkreise der beiden 
Systeme rechtwinklig schneiden. 

Einen speciellen Fall der Formel (9.) will ich gleich hier erwähnen. 
Wenn die drei Kreise des ersten Systems dieselbe Potenzlinie haben, und 
r\ und r, mit r, und r? zusammenfallen, r^ aber ein beliebiger Kreis ist, der 
die Kreise r,, r,, r3 in den Winkeln ^i, ^2, ^3 schneidet, so ist 

1 cos (firj) cos^i 

cosCrjfi) 1 cosy2 = 0, 

COSffafi) cos (raf,) QO%(pi 

wo (fifa) den Winkel der Kreise r, und r^ bezeichnet In dieser Deter- 
minante ist der Coefficient von cos^i 

— (cosfrjfi) — cosfrafa^cosfrafi)) = sin ffjr,) sin (rjf,), 

weil ganz allgemein {r:^ry) = (r3r2) + (r2r,) ist Lässt man den Factor sin(rir2) 
weg, so erhält man zwischen den Winkeln, in denen drei Kjreise mit ge- 
meinsamer Potenzlinie von einem beliebigen vierten geschnitten werden, 
die Beziehung 

(10.) sin(r2r3)co8y, + sin(r3r0cos(p2 + 8iB(rir2)cosy3 = 0. 



n 



Ist z. B. 9)3 =r — , Bo ist 

^ '^ COSqp, C089>, ' 

in Worten: 

Die Sinus der Winkel, unter denen aUe Kreise eines Büschels einen 
unter ihnen schneiden, verhalten sich wie die Cosinus der Winkel, unter denen 
sie einen Orthogonalkreis desselben schneiden. 

Daraus folgt: 

Die Kreise, welche mit einem bestimmten Kreise einen rechten Winkel 
bilden, schneiden die Kreise, welche durch zwei feste Punkte desselben gehen, 
unter Winkeln von proportionalen Cosinus, 

Die Kreise, welche durch zwei feste Punkte eines bestimmten Kreises 
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gekem, wekmeiäem du Krene, wekke mit dieeem Kreue eimem reckten Wmkel 
hUdem, wmter Wmkekä wm ^nparhmmlfm Commm. 

Alf die LTBkehrmifen dieser Sitze komme ich unten (§. 5) zurück. 
Hier möge nock foigenie Bemerknng Pljax linden. Sind A, B, C die 
3Gttelpaüae der Kreiie r«. r^. r,. iuA is: F einer ikrer Schnittpunkte, so 
bt in den Dreieckcm ACF mnä BCF 

m^ACF) MmCAF^ "" MiBCT} "" miBF) ' 

Wenn aber die gf miinuhiniiehe CentnUxe der betrachteten Kreise stets 
in einerlei Sinn darrUanftn wird. s«> m ACF— BCF. Folglich ist 

«■>.«-,, ^ at-AT ^ rnnrAT 
iinCr.r,: mm SB ' umCrB) " 

und daher, wenn D der AebnlicbkeiBipnnkt der beiden Kreise r^ und r, ist, 

sn>.r/ «r^ ' um(DB) 

oder mit Anweadnng der gewobnliehen Bezeichnung des Doppelverhältuisses 

li ^^- = ABCD). 

Wir haben aiM den Sau: 

Dm$ F^tmactmtrwm mäer Krtiety reiche hmei gegebene Kreise unter 
\YmkHn tckmndem^ denm dmmnf w f m e ai c o mH mn t em Verkältnm stehen^ theUt^ 
i vrkmndim mit dem Ai^knBrkkvitip m^kt der beiden Kreise^ ihre Centralaxe nach 
einem I h fp pe h e rkn lh äi ff^ dm^ jenem e^nstmnten Verhdttnisse gleich ist. 

Wir ku9|Mien nock einmal an die Formel 1 9.> an. Wenn zwischen 
den Wiukcltu in denen drei ^^bene Kreide von drei anderen Kreisen ge- 
^^Knicten werueik die Keiiehong 

IX e%^v,i ^ *,co$f/^,,-*.cosv;^2 
be^^^h:. in U^c k un^i 4^ xwei von ar unabhängige Parameter sind, so ist 
^'^i\;«^u^'^^^'>.^^*^*^^v% '' ^^« ttttii daher bildet der OrthogonalkreiiS^ R der 
j{«^^B^4^^nen K«vi»e mit dem i>nbog^maIkivise R' der Sehnittkreise einen 
re\'bh'a \Vi«ik^l iJi^utf i»an al$^^ den dritten Schnittkreis r^ der Bedingung 
IX"^ jC^^mitekcjt \arü^eH^ ^^ bleibt der Kreis R' ungeSndert weil er durch die 
tW4il^iMS^ ^ beMen er^^n S^^hniirtLi^iw und den Ejreis R rechtwinklig 
a« «i>bw4deii. wUWDbidi^ bet^limmt i^ l>arans ergiebt sich der Satz: 

itbt H^^iet. ^ttkhe drei g ef l ohene Kreise mder Winkeüt schneiden, 
4mm iViJM» dk$¥tkm dm ü m mm fh n tti ^n n non den Cosinus der Winkel 
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sind^ in denen die drei gegebenen Kreise eon awei bestimmten Kreisen ge^ 
schnitten werden, haben mit dem Orthogonalkreise der gegebenen Kreise dasselbe 
PoteMcentrum. 

§. 3. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, zu ennitteln, welche Werthe die 
linken Seiten der im vorigen Paragraphen behandelten Gleichungen in dem 
Falle annehmen, dass die Bedingungen, unter denen sie verschwinden, nicht 
erfüllt sind. 

Sind 1, 2 und 3 drei Punkte deren xt«^ ^^ Coordinaten x^, y«, «^ 
hat, so nenne ich nach r. StaudlB Vorgange den Ausdruck 

m = sin (123) = -2*+ XiPi z^ 

den Sinus des sphärischen Dreiecks (123). Sind 1, 2, 3, 4 die Mittelpunkte 
von vier Kreisen, so setze ich 

(14.) m, = 8in(432), m, = sin(413), «13 = sin (421), 11*4 = sin (123), 

wobei eine dem Iföiiwschen „Gesetz der Kanten^^ (B. §. 17, 2) analoge 
Regel befolgt ist. In einem zweiten System von vier Kreisen bezeichne 
ich die entsprechenden Grössen mit Strichen. Femer setze ich 

(15.) r,2 = sin r^ sin ri cos (p^x = c^x — ^oh r^ cos r'x . 

Alsdann gelangt man durch Multiplication der beiden Determinanten 

(a:, y, Ä, cosr) = — (iWiCOSriH {-m^coBr^) 

und 

{x'y g\ z y — COS r') = (ml cos r\'\ }- mi cos ri) 

zu der Gleichung 

(16.) -S±rn...r44 = — (m,co8riH 1-»*4 cos r4)(mi cos rlH |-»»4C0sri). 

Dieselbe Formel findet man, indem man die Determinante ^±,r^^...r^^ 
auf die Form 

1 cosri . . . cosri 

COSf*! ^11 ... Cj4 

• • . • • • 

C0Sr4 041 • • • <^44 

bringt und dann nach den in der ersten Zeile und Colonne stehenden 
Elementen entwickelt (B. §. 3, 16 u. §. 16, 2 u. 3). 

Aus der Gleichung (16.) ergiebt sich wieder fbr zwei Systeme von 
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flüif Kreisen die Relation 

(6.) ^±ri,...rs5 = 0. 

Denn diese Determinante fünften Grades ist (B. §. 6. 1) die vierte Wurzel 
aas der Determinante des adjangirten Systems. In letzterer sind aber zu- 
folge der Gleichung (16.) die Elemente von je zwei parallelen Reihen 
proportional, und daher verschwindet sie identisch. 

Um aus der Formel (16.) weitere Folgerungen ziehen zu können, 
müssen wir den Ausdruck 

fiiiCOsriH |-»»4C0sr4 

genauer untersuchen. Wenn die Punkte 1, 2 und 3 auf einem Hauptkreiae 
liegen, so ist m« = 0. Diesem Hauptkreise ertheilen wir diejenige Richtung, 
in welcher man sich vom Punkte 1 nach dem Punkte 2 bewegen muss, 
wenn man den E^inkt 3 nicht passiren will. Durch diese Festsetzung ist 
das Zeichen des Abstandes h des Punktes 4 von dem Hauptkreise bestimmt 
Die drei Abschnitte, in welche der Hauptkreis durch die Punkte 1, 2 und 3 
getheilt wird, und deren Summe 2n beträgt, nennen wir 

a, = (23), a, = (31), o, = (12). 
Alsdann ist 

m» = sina^sinA {x = 1, 2, 3) 
und daher 

miCOSfi-^ t-W4C0sr4 = sin A (sin a, cos r,H hsinoscosr,). 

Wenn die Punkte 1, 2 und 3 nicht auf einem Hauptkreise liegen, 
so benutzen wir zur Umformung des betrachteten Ausdrucks die bekannte 
Relation (B. §. 17, 3) 

(17.) CiiiiiH hc**»* = 0, 

in welcher Cx , ... c^ die Cosinus der Abstände eines beliebigen Punktes von 
den Punkten 1, ... 4 bedeuten. Sind r,, ... t^ die von diesem Punkte an 
die Kreise gezogenen Tangenten, so ist 

c» = cos r^ cos T^ 
und folglich 

(18.) miCOsr,cosT,H hf»4C0sr4C0ST4 = 0. 

Ist der willkürliche Punkt das Centrum des Orthogonalkreises der drei 
ersten Kreise, dessen Radius wir mit A4 bezeichnen, so ist T^ = T2=^Ti = R^ 
und daher mit Weglassung des Index 4 

(19.) iiiiCOSriH {-m^co^u = — msinrtang/lcos(rfi), 
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WO (rÄ) den Winkel der beiden Kreise r und R bezeichnet. Wenn sich 
R dem Werthe ^n nähert, so wird gleichzeitig tangÄ = oo und iw = 0. Die 
Grenze des eben betrachteten Ausdrucks ist dann, wie oben gezeigt, 

sinA(sinai cosr, + • •• + sina3C08r3). 

Lassen wir die beiden Kreise r und R zusammenfallen, so ist daher 

(20.) limmtangA = — (sinaiCOsrjH hsinflbcosra). 

Wenn von den vier Mittelpunkten keine drei auf einem Hauptkreise 
liegen, so ergiebt sich aus der Gleichung (19.), dass der Ausdruck 

(21.) m^ sin r, tang R^ cos (r, R^) 

denselben Werth hat, wemi man x=l^ 2, 3, oder 4 setzt Da die Be- 
ziehung eines Systems von vier Kreisen zu dem Systeme ihrer vier Ortho- 
gonalkreise eine reciproke ist, so ist, wenn M^ in dem Systeme der Ortho- 
gonalkreise dieselbe Bedeutung hat, wie m^ in dem Systeme der gegebenen 
Ejreise, auch 

(22.) if, sin Ä, tang r^, cos (r^Ä^) 
und daher auch 

m^cosr« 



(23.) 



M^cobR, 



eine constante Grösse. In Folge davon ergeben sich aus der Gleichung (18.) 
die Relationen 

(24) 2-, r-^T^^-7— p^ = und -Sitf,cosÄ,cosT, = 0, 

und wenn Ti , ... T^ die von dem willkürlichen Punkte an die Kreise 
Ai , ... R4 gezogenen Tangenten sind, 

(25.) :s- . ^ p^' . p ^ = und -^-fii.cosr, cos T, = 0. 

^ ^ tang r, tang Ä» cos (r^Äx) 

Mit Hülfe der Formel (19.) kann man die Gleichung (16.) auf die Form 

(26.) -2'±rn...r44 = — iiisinrtangÄcos(rß)»i'sinr'tangÄ'cos(r'Ä') 

bringen. Haben die vier Kreise des ersten Systems denselben Orthogonal- 
kreis, so ist auch co8(rÄ) = 0, und daher 

(27.) -2'±ru...r44 = 
oder 

(28.) iWiCOSTiH [-m^co^r^ = 0, 

wie sich aus (18.) unmittelbar ergiebt, indem man den willkürlichen Punkt 
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mit dem Centrnm des Orthogonalkreises zusammeiifalleu lässt Aus der 
Formel (16.) geht noch hervor, dass die Gleichung (27.) stets erfUllt ist, 
wenn die vier Kreise des einen Systems Hauptkreise sind. 

Die Relation (26.) kann noch eleganter geschrieben werden. Wenn 
drei Kreise n, r2, ^3 von einem Kreise r(=r^) in den Winkeln y^, 927 V^ 
und drei andere Kreise rl , ri , r^ von einem Klreise r (= r^ in den Winkeln 
9n ^2, 9^3 geschnitten werden, so ist 

cos (r r') sin r\ cos y 1 . . . sin ri cos 9)3 

sinricos^i fu ... r^ 



(29.) 



= -mtgÄ i»'tgÄ'cos(rÄ')cos(r'Ä). 



smr3COS9?3 r^x ••• ^33 

Sind die Kreise r und r insbesondere die Orthogonalkreise der beiden be- 
trachteten Systeme von drei Kreisen, so ist 

(30.) -2'+rnr22r33 = — mtangÄ m'tangÄ'cos(ßÄ'), 

oder wenn A die Centralaxe der beiden Orthogonalkreise ist, 

(31.) -2'±rnr22r33 = mm'il -ß ^)- 

^ ^ — 11 ^-£ jj \^ C08ÄC08Ä'>' 

Durch Division der Formeln (30.) und (29.) ergiebt sich die Gleichung 

(32 ^ ^±C08y ,3 cos 9,^008^33 ^ C08 ( fiflO 

^ '^ -^+co8<jp,,...cosff^^ cos (r^ Ä) cos (r'^ Ä') ' 

Sind Äi , ... /I4 und Äl , ... Äl die Orthogonalkreise von zwei Systemen 
von vier Kreisen, und ist R^x = sin7l;,sin7licos(Ä^Äit), so zeigt die Gleichung 
(30.), dass die Determinante S±R^y^...Rj^ bis auf einen leicht heraustretenden 
Factor gleich der zu -2'+rn...r44 adjungirten Determinante ist. Indessen 
mag es hier genügen, auf die Relationen, die sich aus dieser Bemerkung 
ergeben, hingewiesen zu haben. 

Werden vier Kreise mit gemeinsamem Orthogonalkreise R von vier 
beliebigen anderen geschnitten, so ist nach Gleichung (27.) 

r^ ... ri3 sin Ti cos 951 
..... . =0 

Ux ... r^3 sinr4C0sy4 

wo (f^ ftir y^4 geschrieben ist. Mit Hülfe der Formel (30.) kaim man diese 
Gleichung nach den in der letzten Colonne stehenden Elementen entwickeln 
und erhält nach Unterdrückung des Factors m'tangß'cos(ßÄ') zwischen 
den Winkeln, in denen vier Kreise mit demselben- Potenzcentrum von eineM 
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beliebigen anderen geschnitten werden, die Relation 

(33.) ii»iSinriCOSg?i + "-+m4sinr4COS9>4 = 0. 

Wendet man diese auf vier beliebige Schnittkreise an, so erhält man vier 
lineare Gleichungen, aus denen wieder die Formel (27.) resultirt. Die 
Gleichung (33.) besteht auch zwischen den Winkeln, in denen vier beliebige 
Kreise von einem Hauptkreise geschnitten werden. 

§• 4. 

Wir wenden uns jetzt zu den Formeln, welche aus den bisher ent- 
wickelten durch Polarisation gefunden werden. Wenn der Cosinus des 
Winkels, imter dem sich zwei Kreise schneiden, gleich Eins ist, so sagen 
wir, dass sich die beiden Kreise berühren. Demnach hat jede Tangente 
eines Kreises eine bestimmte Richtung, und folglich haben zwei Kreise nur 
zwei gemeinschaftliche Tangenten. Um die Länge von einer derselben zu 
bestimmen, muss man sie von ihrem Berührungspunkte mit dem ersten 
Kreise in positiver Richtung bis zu ihrem Berührungspunkte mit dem zweiten 
Kreise durchlaufen. Ist daher r die Länge der einen gemeinschaftlichen 
Tangente, so ist die Länge der anderen 2n — t. Mithin ist der Cosinus der 
gemeinschaftlichen Tangente eine eindeutig definirte Function. 

Ist a die Centralaxe der beiden Kreise r und «, so ist 

(34.) cos r cos * cos T = coso — sinrsin«. 

Ist der Kreis s ein Hauptkreis, p der Abstand des Mittelpunktes des Kreises 
r von demselben und cp der Winkel (r*), so ist 

(35.) lim cos* cos T = — 2tangrcos^i</). 

Sind r und s beide Hauptkreise, so ist 

(36.) lim cos r cos* cos T = — 2cos^iy. 

Ist in zwei Systemen von fünf (oder mehr) Kreisen r^x die gemein- 
same Tangente der Kreise r, und r^, so ist 

(37.) -2'±cosTii...cosT55 = 0. 

Unter der Aehnlichkeitsaxe dreier Kreise verstehen wir den Hauptkreis, 
welcher sie unter gleichen Winkeln schneidet. Daher ist die Aehnlichkeitsaxe 
die Polare des Potenzcentrums der drei Polarkreise, d. h. des Punktes, von 
welchem aus die Tangenten an die drei Polarkreise gleich lang sind. Der 
Polarkreis des Orthogonalkreises dreier Kreise ist ein Kreis, dessen gemein- 

25* 
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same Tangenten mit den drei Polarkreisen Quadranten sind, nnd den wir 
daher ihren Quadrantenkreis nennen wollen. Da das Potenzcentrum der 
Mittelpunkt des Orthogonalkreises ist, so gelten die Sätze: 

Das Centrum des Quadrantenkreises dreier Kreise ist der Pol ihrer 
Äehnüchkeitsaxe y und sein Radius ist das Complement des Winkels , unter 
dem die Aehnlichkeitsaxe die drei Kreise schneidet. 

Der Quadrantenkreis dreier Kreise ist derjenige Parallelkreis ihrer 
Aehnlichkeitsaxe, dessen Breite gleich dem Winkel ist, unter dem die Aehn- 
lichkeitsaxe die drei Kreise schneidet. 

Die Hauptkreise, welche mit drei gegebenen Kreisen die AehnKchkeUs-- 
axe gemeinsam haben, umhüllen ihren Quadrantenkreis. 

Wenn nun. in Gleichung (37.) die vier ersten Kreise des ersten 
Systems dieselbe Aehnlichkeitsaxe haben, so haben sie auch denselben Qua- 
drantenkreis. Nimmt man diesen zum fUnften Kreise des zweiten Systems, 
so erhält man zwischen den gemeinsamen Tangenten von vier Kreisen mit 
derselben Aehnlichkeitsaxe und vier beliebigen andern Kreisen die Relation 

(38.) -2*+ cos Tu... cos T44 = 0. 

Endlich sagt die Gleichung 

(39.) -r+COSTuCOSTjaCOSTaa = 

aus, dass der Quadrantenkreis der Kreise des einen Systems mit den Kreisen 
des andeiii Systems dieselbe Aehnlichkeitsaxe hat Diese Bedingung ist 
stets eifllllt, wenn die Kreise des einen Systems denselben Aehnlichkeits- 
punkt haben, also dieselben beiden Hauptkreise berühren. Zwischen den 
Tangenten, weh^he ein beliebiger Kreis mit drei Kreisen gemeinsam hat, 
die denselben Aehnlichkeitspunkt haben, ergiebt sich daraus die Relation 

(40.) sinT23COST, + sinT3iC08T2 + sinTi2COsr3 = 0. 

Ist T3 = 4 71, SO ist folglich 

(41.^ cosT^ ^ 8inT,3 
^ *' CO8T, sinr,, 

Um diese Gleichung einfacher deuten zu können, construiren wir die Polare 
de« (Jentnnus von rj, die wir auch den Aequatorialkreis von r^ nennen. 
DicMC int die Aehnlichkeitsaxe des Schnittkreises und der beiden Haupt- 
kroiKc, welche die gemeinsamen Tangenten der Kreise n, rs, r^ bilden. 
VVctiii oliUM* dii^Kor beiden Hauptkreise jene Aehnlichkeitsaxe in schneidet 
und die beiden Kreise r, und r^ in 0, und 0, berührt, so ist 00i = i^i + Tu 
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und 002 = ^n±j2z und daher 

in Worten: 

Wenn ein Kreis mit atcei Hauptkreisen dieselbe Aehnlickkeitsaxe hat, 
so f^ erhalten sich die Cosinus der Tangenten, die er mit edlen die beiden Haupt- 
kreise berührenden Kreisen gemeinsam hat, wie die Cosinus der Abstände der 
Berührungspunkte mit einem der beiden Hauptkreise ton dessen Schnittpunkte 
mit jener Aehnlichkeitsaxe. 

Daraus ergeben sich die Sätze: 

Die Kreise, welche einen bestimmten Hauptkreis zur Aehnlichkeitsaxe 
haben, haben mit den Kreisen, welche zwei unter jenen Kreisen enthaltene 
Hauptkreise berühren, Tangenten eon proportionalen Cosinus gemeinsam. 

Die Kreise, welche zwei feste Hauptkreise berühren, haben mit den 
Kreisen, welche mit jenen Hauptkreisen dieselbe Aehnlichkeitsaxe haben, Tan- 
genten ton proportionalen Cosinus gemeinsam. 

Die Aehnlichkeitsaxe aller Kreise, welche mit zwei gegebenen Kreisen 
Tangenten gemeinsam haben, deren Cosinus in einem constanten Verhältniss 
stehen, theilt, terbunden mit der Potenzlinie der beiden Kreise, den Winkel 
ihrer Aequatorialkreise nach einem Doppeherhältniss , das jenem constanten 
Verhältnisse gleich ist. 

Endlieh ergiebt sich der Satz: 

Alle Kreise, welche mit drei gegebenen Kreisen Tangenten gemeinsam 
haben, deren Cosinus dieselben drei linearen Functionen von den Cosinus der 
Tangenten sind, welche die drei gegebenen Kreise mit zwei bestimmten Kreisen 
gemeinsam haben, besitzen zusammen mit der Aehnlichkeitsaxe der gegebenen 
Kreise dieselbe Aehnlichkeitsaxe. 

Ist c^i der Cosinus der Centralaxe der Kreise r^ und r'x, und 
,43.) C = cosr^cosrlcosT,;, = c,;,-sinr,sinri, 
so ist 

(44.) -2'+/i|.../44 = —fiWiSinriH }- »»4 sin r4)(mi sin riH 1-^4 siur«). 

Sind />! , . . . f 4 die Abstände der Mittelpunkte der Kreise des ersten Systems 
von einem beliebigen Uauptkreise, so ist 

[4cb.) iWiSin/^iH \-m4%mp4 = 0. 

Schneidet dieser Hauptkreis den Kreis r^ unter dem Winkel y,, so ist 

sinp, = cos 9^« sin r« 
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and daher 

(46.) mi»iuriCOsyi+'"4-ff»»siii''4C08934 = 0. 

Sei T die Aelmlii;likeitsaxe der Kreise r,, r^. n und zugleich die Grösse 

dea Winkel», unter dein dieselbe die drei Kreise schneidet. Indem man 

dann den willkUrliehen Hauptkrcie mit T zusammenfallen Iftast, erhält man 

mit Weglassung des Index 4 

(47.) ffl smriH hff»48nir4 = msinrll ^ ^ —}, 

^ \ cos 3 -" 

wo {rT} den Winkel der Kreise r und T hezeii^luiet. Daher ist 

(48.) ^±tu...t» = 

sowohl, wie Formel (44.) zeigt, wenn die Ki'eise des einen Systems Punkte 

sind, als auch, wie aus Formel (47.) hei-vorgeht, wenn die Kreise des einen 

Systems dieselhe ÄehuHchkeitsaxe haheiL Nach (47.) haben endlich vier 

Kreise dieselhe Ächnlichkeitsaxe unter der Bedingung 

(48*.) f»,8inf,+-"+m4sinf» = 0. 

Sind T,, Tj, Ta die gemeinsamen Tangenteji eines Kreises r mit den 

Kreisen r„ r,, r, und t1, ri, rj die eines Kreises r' mit den Kreisen rl, 

ri, ri, und ist t die gemeinsame Tangente der Kreise r und r', so ist 

icosT cosr'icosrl ... coaricosrjl 
cosr,cosTi /„ ... /„ 

. 
COSrjCOSTj /ji ... /j3 

/ i, u '(-i «<wC'^r)\/'- eo8(rr)\ 

( = -«tangr m tangr (1— ^^-y^Xl- -^P-/ 

Sind in dieser Formel r und r' die Qnadrantenkreise der Kreise der 
beiden Systeme, C ihre Gentralaxe, also der Winkel der beiden AehnÜch- 
kratfwxen. so ist 

oosrcoar'cosT = eosC— sinrainr' 
' oder 

sinTsinrcoST = cosC— cosrcosT*. 

\ Da ferner der Abstand des Centrums von r' von dem Hauptkreise T gleich 
\~\n—C ist, so ist 

/_<i>v ™sC coaC 

I Setzt man diese Werthe ein^ so erhfilt man 

JöO.) :e±(„i„<„ = -„„'(i-^-j,). 
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Liegen die Mittelpunkte der drei Kreise des ersten Systems anf einem 
Hanptkreise, so ist die rechte Seite dieser Fonnel mit Hülfe der Grenz- 
gleichnng 

(51.) limmtangT = sinoiSinri4-sinflbsinr2+8ino3sinr3 

umzuformen. 

Zwischen den gemeinsamen Tangenten von vier Elreisen mit derselben 
Aehnlichkeitsaxe und einem beliebigen anderen Kreise ergiebt sich aus 
Formel (48.) die Relation 

(52.) iWiCOsriCOSTiH h»»4C0sr4C08T4 = 0. 

Dieselbe Gleichung besteht zwischen den von einem Punkte an vier be- 
liebige Kreise gezogenen Tangenten. 

§. 5. 

Um von der Fruchtbarkeit dieser Untersuchungen eine Vorstellung 
zu geben, wollen wir zeigen, dass die Formel (30.) vollständig zur Lösung 
des Problems ausreicht, einen Kreis zu construiren, der drei gegebene 
Ejreise unter gegebenen Winkeln schneidet. 

Gegeben seien die Kreise rj, ra, r3, die sich nicht in einem Punkte 
schneiden. Zwei Klreise r = r[ und « = ri mögen den Kreis r, in den 
Winkeln y, = 9),i und V^» = yx2 schneiden. Femer sei r'^ ein Kreis, der 
nicht durch einen Schnittpunkt der Kreise r und s hindurchgeht, sonst aber 
ganz willkürlich liegt. Schneidet r^ den Kreis r^ unter dem Winkel 9^3, 
so ist 

(30.) -5'+ri,r22r33 = --mtangÄm'tangÄ'cos(/lÄ')- 
Ist also cos(ääO = 0, so verschwindet auch -2'+r„r22r33, und daher müssen 
in dieser Determinante, falls der Kreis r^ keiner weiteren Beschränkung 
unterworfen werden soll, die Elemente der beiden ersten Colonnen pro- 
portional sein. Es muss also 

(53.) _coB£^ ^ cosy, ^ co8 y3 ^ ^ 

sein, wo Ar ein von dem Werthe des Index unabhängiger Parameter ist. 
Umgekehrt folgt aus diesen Gleichungen, dass die Determinante und mithin 
auch cos(ÄÄ') verschwindet, da in Folge der gemachten Annahmen sowohl 
ifttang/i^ als auch iw'tangÄ' von Null verschieden ist. Wegen der Will- 
kttrlichkeit des Kreises r^ besagt die Gleichung cos(A/i') = 0, dass jeder 
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Kreis fi', welcher r und s orthogonal schneidet, auch mit R einen rechten 
Winkel bildet, oder dass die Kreise r, s und R dieselbe Potenzlinie haben. 
Hält man die Kreise n, r,, rj und s fest, lässt aber r alle Kreise durch- 
laufen, welche der Bedingung (53.) genügen, so geht r stets durch die 
Schnittpunkte von R und s. Hält man aber r, s und fi fest, und lässt ra 
und fs unter der Beschränkung (53.) varüren, so bleibt R fest, weil dieser 
Kreis durch die Bedingungen, durch die Schnittpunkte von r und s zu gehen 
und Ti orthogonal zu schneiden, völlig bestimmt ist. Wir haben also 
die Sätze: 

Alle Kreise, welche drei gegebene Kreise unier Winkeln von propor^ 
tionaien Cosinus schneiden, gehen durch zwei feste Punkte ihres Orthogonalkreises. 

Alle Kreise, welche zwei gegebene Kreise unter Winkeln von pro-^ 
portionalen Cosinus schneiden, schneiden einen bestimmten durch deren Schnitt-^ 
punkte gehenden Kreis rechtwinklig. 

Die Umkehrungen dieser Sätze sind schon am Ende des §. 2 er- 
wähnt. Auch ist daselbst gezeigt, dass 

(54.1 Ä = -\^''J^ =^{ABCDj 
^ 8m(*/?) ^ ^ 

ist, wenn A, B und C die Mittelpunkte der Kreise r. s und R sind und D 
der Aehnlichkeitspunkt der Kreise r und s ist. 

Um über die Lage der beiden im ersten Satze vorkommenden festen 
Punkte des Kreises R genaueren Aufiachluss zu erhalten, suchen wir die 
Potenzlinie des Bttschels der Kreise zu bestimmen, welche die drei ge- 
gebenen Kreise unter Winkeln von proportionalen Cosinus schneiden. Die- 
selbe ist derjenige Kreis des Büschels, der ein Hauptkreis ist. Wählen wir 
diesen Kreis fUr s, und nennen />i , p2 , Pi die Abstände der Mittelpunkte der 
Kreise ri, r2, rj von s, so ist 

siopy 
cosu/- = ^-— 

^* smr;, 
und daher 

, sinr^cos^x 

n = ; • 

smp* / 

Wir construiren drei mit den Kreisen r» concentrische Kreise, deren Radien 
r\, durch die Gleichung 

(55.) sinr^ = sin r^ cos y, 

bestimmt sind. Dieselben werden, wie leicht zu sehen^ von den Sehnen um- 
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httUt, welche die Kreise r^ bezüglich unter den Winkeln (p^ schneiden. 

Alsdann ist 

sinpx _ 1 
sinr^ ~" k ' 

der Hauptkreis s schneidet also die drei Htilfskreise ri , ri , ri unter gleichen 
Winkeln und ist daher ihre Aehnlichkeitsaxe. Aus dieser Betrachtung er- 
giebt sich der Satz: 

Variiren drei Winkel so, dms sich die Verhältnisse ihrer Cosinus nicht 
ändern, so umhüllen die Sehnen, welche drei gegebene Kreise bezüglich unter 
diesen drei Winkeln schneiden, drei veränderliche Kreise mit fester Aehnlich^ 
keitsaxe; und alle Kreise, welche die drei gegebenen Kreise unter diesen drei 
Winkeln schneiden, gehen durch die Schnittpunkte ihres Orthogonalkreises mit 
jener Aehnlichkeitsaxe. 

Ist F ein Schnittpunkt der Kreise r und r^, die den Winkel (p^ 
bilden, so schneidet die in F an r gelegte Tangente den Kreis r^ unter 
dem Winkel (p^, ist also auch eine Tangente des Kreises r^,. Ist daher 
2t^ die Länge der Sehne, welche den Kreis r^ unter dem Winkel (p^ 
schneidet, so sind Tj, Tj, T3 die Tangenten, welche der Kreis r mit den 
Kreisen ri , ri , ri gemeinsam hat. Da folglich das eben behandelte Problem 
von der polaren Aufgabe nicht wesentlich verschieden ist, und wir durch 
deren Lösung über die Lage des Kreises r neue Aufschlüsse erhalten 
müssen, so wollen wir die zu den gewonnenen Resultaten polaren Sätze 
kurz durchgehen. 

Alle Kreise, welche mit drei gegebenen Kreisen Tangenten eon pro- 
portionalen Cosinus gemeinsam haben, berühren zwei feste Hauptkreise, welche 
mit den drei gegebenen Kreisen dieselbe Aehnlichkeitsaxe haben. 

Alle Kreise, welche mit zwei gegebenen Kreisen Tangenten eon pro- 
portionalen Cosinus gemeinsam haben, werden eon einem bestimmten zu deren 
Centralaxe normalen Hauptkreise unter denselben Winkeln geschnitten wie die 
gemeinsamen Tangenten der beiden Kreise. 

Variiren drei Bogen so, dass sich die Verhältnisse ihrer Cosinus nicht 
ändern, so beschreiben die Punkte, welche auf den Tangenten dreier gegebenen 
Kreise bezüglich um diese Bogen von den Berührungspunkten entfernt liegen, 
drei veränderliche Kreise mit festem Potenzcentrum; und alle Kreise, welche 
mit den drei gegebenen Kreisen Tangenten ton der Länge dieser Bogen ge^ 
meinsam haben, berühren die beiden durch jenes Potenzcentrum gehenden 
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Hauptkreise ^ welche mit den drei gegebenen Kreisen dieselbe Aehnlichkeits^ 
axe haben. 

Nunmehr ist die Aufgabe, einen Kreis zu construiren, welcher drei 
gegebene Kreise fj, rj, ^3 unter den Winkeln 9)1, ^2? (fz schneidet (oder 
mit drei gegebenen Kreisen r^, H, r^ die Tangenten Ti, T2, T3 gemeinsam 
hat), vollständig gelöst Man construire drei Hülfskreise rj, ri, ri, die 
Enveloppen der Sehnen, welche die drei gegebenen Kreise bezüglich unter 
den Winkeln 91, ^29 (pj schneiden. (Man construire drei Httlfskreise r^ 
fa , Ts , die Orte der Punkte, welche auf den Tangenten der drei gegebenen 
Kreise bezüglich um die Bogen r^ t,, t, von den Berührungspunkten ent- 
fernt liegen.) Sei R der Orthogonalkreis der Kreise r, , r2 , rs , 3^ die Aehn- 
lichkeitsaxe der Kreise rl, K, r, und zugleich die Grösse des Winkels, 
unter dem sie diese Kreise schneidet, und seien F und G die Schnittpunkte 
des Orthogonalkreises mit der Aehnlichkeitsaxe. Durch das Centrum von 
R ziehe man die beiden Hauptkreise f und g^ welche mit der Aehnlichkeits- 
axe den Winkel T bilden. Alsdann sind die beiden Kreise r und 1^, 
welche durch F und G gehen und f und ff beiühren, die verlangten Kjreise. 
l)ie beiden mit ihnen concentrischen Kreise, deren Badien r und 2n^r' 
sind, nennen wir conjugirte Schnittkreise. 

Aus den entwickelten Sätzen ergeben sich noch zwei andere, weniger 
symmetrische Constructionen. 

Man lege durch F und G einen beliebigen Kreis s^ welcher die 
Kreise Ä, ri , fj , fs in den Winkeln V^, V^i , V^2 , V^3 schneide, construire einen 
Winkel q> gemäss der Proportion , 

(56.) 4^=-^2?V^, 

^ ^ Binv cos %pM 

SO ist der durch F und G gehende Kreis, welcher mit R den Winkel y 
einschliesst, der verlangte. 

Oder: 

Man construire irgend einen Kreis, welcher f und g berührt 
Dieser habe mit den Kreisen rl, rs, r^ die Tangenten ai, aj, o^ gemeinsam, 
und sein Berührungspunkt Q mit f sei von dem Punkte 0, in dem sich f 
und T schneiden, um OQ = a entfernt. Construirt man dann den Bogen x 
gemäss der Proportion 

CO8T COSf« 



(57.) 



cosa cos^x' 
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SO ist unter den Kreisen, die f und g berühren, derjenige der ver- 
langte, welcher f in dem Punkte P berührt, dessen Entfernung von 0, 
OP=:r ist. 

Wir betrachten noch einige besonders interessante Fälle, in denen 
die Proportion (53.) erfüllt ist. Wie schon erwähnt, nennen wir zwei Kreise 
r und 8y welche drei gegebene Kreise unter supplementären Winkeln 
schneiden, conjugirte Schnittkreise. Für solche ist cos 9» = — cos v« und 
daher sin(rÄ) = sin(Ä«). Wäre (rÄ) = 71 — (Ä«), also (r«)=7r, so würden 
die Ej'eise r und s, da sie durch F und G gehen, zusammenfallen und sich 
nur durch den Drehungssinn unterscheiden. Daher ist (rR) = (Ä«). Da 
ferner {ABCD) = —1 ist, so haben wir die Sätze: 

Der Orthogonalkreis dreier Kreise geht durch die Schnittpunkte eon je 
zwei conjugirten Schnittkreisen und halbirt die eon ihnen gebildeten Winkel. 

Das Potenzcentrum dreier Kreise ist der innere Aehnlichkeitspunkt eon 
je zwei conjugirten Schnittkreisen. 

In dem ersten derselben ist die Lösung der Aufgabe enthalten, zu 
einem Schnittkreise dreier gegebenen Kreise den conjugirten zu construiren. 

Für den Fall, dass die Winkel 9),, 92, (p^ (oder die Tangenten tu 
T2, T3) unter einander gleich sind, ergeben sich femer die Sätze: 

Alle Kreise, eon denen drei gegebene Kreise unter gleichen Winkdn 
geschnitten werden, gehen durch die Schnittpunkte ihres Orthogonalkreises mit 
ihrer Aehnlichkeitsaxe. 

Alle Kreise, welche mit zwei gegebenen Kreisen gleiche Winkel bilden, 
schneiden den Kreis rechtwinklig, welcher durch deren Schnittpunkte geht und 
ihren Aehnlichkeitspunkt zum Centrum hat. 

Alle Kreise, welche mit drei gegebenen Kreisen Tangenten eon gleicher 
Länge gemeinsam haben, berühren die beiden, durch deren Potenzcentrum 
gehenden Hauptkreise, welche mit jenen dieselbe Aehnlichkeitsaxe haben. 

Alle Kreise, welche mit zwei gegebenen Kreisen Tangenten eon gleicher 
Länge gemeinsam haben, werden von ihrer Potenzlinie unter demselben Winkel 
geschnitten, wie die gemeinsamen Tangenten der beiden gegebenen Kreise. 

Alle diese Sätze gelten auch umgekehrt. Man kann mit ihrer Hülfe 
den Kreis construiren, welcher vier gegebene Kreise unter gleichen Winkeln 
schneidet Bestimmt man nämlich für je drei derselben die Schnittpunkte 
ihres Orthogonalkreises mit ihrer Aehnlichkeitsaxe, so liegen die acht er- 
haltenen Punkte auf dem gesuchten Kreise. Sein Centrum ist der Schnitt- 
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punkt der vier Normalen, welche von den Potenzeentren je dreier der ge- 
gebenen Kreise anf ihre Aehnlichkeitsaxe gefällt sind. 

Wenn der Kreis r mit den drei gegebenen Kreisen ri , rj , r^ sowohl 
gleiche Winkel bildet, als auch gleiche Tangenten gemeinsam hat, so muss 
er sie in Folge der Relation 

(58.) tangr^ = siny^tangr^ 
alle drei berühren, wofern nicht die Radien der gegebenen Kreise unter 
einander gleich sind. Daher gilt der Satz: 

Die beiden Berührungskreise dreier gegebenen Kreise gehen durch die 
Schnittpunkte ihres Orthogonalkreises mit ihrer Aehnlichkeitsaxe und berühren 
die beiden eom Potenzcentrum ausgehenden Hauptkreise, welche mit den drei 
gegebenen Kreisen die Aehnlichkeitsaxe gemeinsam haben. 

Daraus ergiebt sich ohne Mühe die Ger^oitnesche Construction : Seien 
S und T das Potenzcentrum und die Aehnlichkeitsaxe der drei gegebenen 
Kreise, p und p' ihre Berührungskreise und L und M deren BerUhnings- 
punkte mit dem Kreise r,. Da S der Achnlichkeitspunkt der beiden Kreise 
Q und e' ist, so liegen L, M und S auf einem Hauptkreise, der Aehnlich- 
keitsaxe von e, e' und r,. Da femer T die Potenzlinie der beiden Kreise 
Q und p' ist, so schneiden sich die beiden Tangenten des Kreises ri in L 
und M in einem Punkte von T, dem Potenzcentrum von p, p' und r^. Folg- 
lich liegt der Pol von LM bezüglich des Kreises r^ auf T und daher der 
Pol von T bezüglich r^ auf LM. Also sind L und i(f die Schnittpunkte de» 
Kreises r^ und der Verbindungslinie des Potenzcentrums der drei gegebenen 
Kreise mit dem Pole ihrer Aehnlichkeitsaxe bezüglich des Kreises r,. 

§.6. 
Wir wenden uns jetzt zu einer genaueren Betrachtung der Relation 
(6.). Wenn vier Kreise ri, ... r* von einem fünften r in den Winkeln 
yi , ... ^4 und vier andere Kreise ri , ... ri von einem fünften r' in den 
Winkeln yi, ... (p\ geschnitten werden, so hat man zufolge (6.) zur Be- 
rechnung des Winkels y, unter dem sich r und r schneiden, die Gleichung 



cos 9 COS^] 
COS^i QO%(pxi 



cösy 



4 



cos (fu 



C0S(/)44'| 



= 0. 



; cos ^4 cos <^4i 
Entwickelt man die Determinante mit Hülfe der Formel (32.) nach den in 
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der ersten Zeile und Colonne stehenden Elementen, so erhält man 

(59.) cos^- = -^ co8(r,fi,)c ^öp;) «o»y««08yi. 

Wenn insbesondere die Kreise des zweiten Systems (r,) mit den Orthogonal- 
kreisen der Kreise des ersten Systems (Ä,) und folglich die Kreise r, mit 
den Kj-eisen R^ zusammenfallen, so nimmt diese Gleichung die einfache 
Gestalt an 

(600 cos^ = ^-7o^«J^- 

Zu einem Systeme von flinf Kreisen (r^) construire man ein zweites, dessen 
Kjeise (r^) die des ersten, jedesmal mit Ausschluss von einem, unter gleichen 
Winkeln (y,) schneiden. Bezeichnet man den Winkel {r^r^) mit v*, so ist 

cosv'i cosy^ . . . cos ^5 
cos 9)1 cosv^2 . . . cos ^5 



Nun ist aber 


cos^i 0089)2 




Ol 1 . . . 


1 






1 02 • • • 

• • • • • 


1 

• 


= toi 




1 1 . . . 


«, 




und dal 


ler 







• • • 



COS^j 



= 0. 



= ta,-l)...(«,-l)(^+...+.^-i:,+l), 



(61.) 



cosqp, 



= 1. 



cosy^ — cosVx 

Wenn der Kreis r die vier Kreise r, , ... r* unter demselben Winkel ip 
schneidet, so erhält man aus Formel (59.) zur Berechnung dieses Winkel» 
die Gleichung 

(62.) -1- = 2 /y-^^^p, - 

^ ^ cosV co8(r»B^)co8(raÄ2) 

Einen bequemeren Ausdruck, in dem die Orthogonalkreise nicht vorkommen, 

findet man durch directe Anwendung der Formel (6.). Aus dieser folgt 

nämlich 

1 



COS'ip 

1 COS^n 

• • 

1 COS 9)41 



• • . 



• • 



• • • 



cos 9,4 = 



0089)44 
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oder 



1 1 
1 coa^iii 



1 

coa^H 



= —i».ng'<f)S±co%fp,i...co»tf>u 
~'v Binr,...BiDr. / ' 



1 COS^!*, . . . COS^M 
Zieht mau in der Determinante auf der linken Seite die Elemente der ersten 
Zeile von denen der übrigen ab, bo geht sie in 

16^+8iii*^"-siii'^ 

über und kaim (B. §. 3, 17) in vier Factoren zerlegt werden. Setzt man 
daher zur Abkürzung 

n(a±b + c) = {a+b+c)ia+b-c)(a-b+c){a-b~c), 
so erhält man zur Berechnung des Winkels 9 die Gleichung 
/ taugqci{miCoar,-l-"-+Bi4C08r4) 



(63.) 



' 4sinr, 



\^n(ai 



1 • Vit . ■ Vii • v..^ 



Der Radius r des Kreises, der die vier gegebenen Kreise unter demselben 
Winkel tp schneidet, ist leicht zu finden. Li(gst mau nämlich in der Glei- 
chung (17.) den willkürlichen Punkt mit dem Mittelpunkte von r zusammen- 
fallen, so ist 

c, = sinrsinr,cosy+co8reosr, 
und daher 

Xm,(8inraeo89i+co8r,cotgr) = 
oder 

cotgr _ atiSinr,-! [-M^sinr^ 

oosy 



(64.) 



Daraus ei^ebt sich wieder die Bedingnng (28.), unter der die vier Kreise 
denselben Orthogonalkreia, und die Bedingong, [48*.J, unter der sie dieselbe 
Aebnlicbkeitsaxti haben, 

Ist a der Hadius des Kreises, welcher mit den gegebenen Kreisen 
Tangenten von gleicher Lange gemeinsam bat, so führt die i)olare Be- 
trachtung e n^er Formel 

lapgi _ m, einr, 4- — h w, cog r, 
Oo»T — «,«iDr,+— + %»iBr, ' 

woraus üch^ISSfa die merkwürdige Relation 
(66.^ "Ä 



»«6.) 
die I 
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ergiebt. Zur Bestimmang von r dient die Gleichung 

ItangT(»iisinriH h»i4 8inr4) 
/ ^ "IT TT Tir\ 
= 4co8ri...co8r4y/7(^sm^'-8in-|i + sm-^8m-s^ + sm-^sin i^V 

Die Bedingimg dafür, dass vier Krei8e von demselben fünften bertthrt werden, 
ist daher, wie auch Herr Darboux (D. p. 347) angegeben hat, 



(68.) 



8in 



?>, 



V, 



V. 



Vi 



% 



Vi 



2 8m^ + sin^sin^±8in^8in^ = 



oder 



(69.) 



sin -^ sin -^ + sin -^ sin -^ + sin -^ sin -^ = 0. 



Wir schliessen hier gleich einige verwandte Formeln an. Ist q ein 
Bertthrongskreis von drei gegebenen Kreisen rijrj^rj, so ist nach Formel (29.) 

1 1 ... 1 



1 cos 9)11 



• • • 



• • • 



CO^tpij 



"~ V' sinrjSinr^sinr, / 



1 cos 9^31 . . . C08y33 

Zieht man in dieser Determinante die Elemente der ersten Zeile von denen 
der Übrigen ab, so erhält man die Gleichung 

(70.) 4sinrisinr2sinr3sin^sin^sin^ = mtang/} cos ((>/{). 

Das weggelassene Vorzeichen + bezieht sich darauf, dass die beiden Be- 
rührungskreise den Orthogonalkreis unter complementären Winkeln schneiden. 
Sind die drei Kreise Hauptkreise, so geht (70.) in eine bekannte Formel 
über {Baltzer, El. d. Math., Buch ü., §. 5, 12). 

In ähnlicher Weise ergiebt sich aus Formel (49.) die Gleichung 

* T T T X COS Co T^ \ 

(71.) 4cosriCOsr2COsr3sin-^sin-^sin-^ = i»tang(>(^l jr^J' 



§7- 
Für zwei Systeme von vier Kjeisen erhält man durch Multiplication 
der beiden verschwindenden Determinanten 

-1 



Xi f/i J5| COSfi 



1 
x[ y'i z'i —cosr, 



■ w ■ 
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die Relation 



(72.) 



— 1 cosri . . . cosri 



cosr 



1 



11 



• • • 



• • • 



oder 



(73.) 



cosr4 r^i 



—1 cotri 
cotri coscpii 



Tu 



^44 



= 



• • • 



cotri 
cos y H 



= 0. 



cotr« cos^«! • • • COS944 

Auch verschwinden alle ähnlich gebildeten Determinanten höheren Grades. 
Indem man in der Determinante (72.) die erste Zeile, mit cosr^ multiplicirt, 
zur {x+iy^^ addirt, erkennt man, dass jene Formel von der Gleichung (7.) 
nicht verschieden ist. 

Auf demselben Wege, auf dem die Formel (59.) gefunden wurde, er- 
giebt sich aus (73.) die Gleichung 



(74.) 



' -^' 



cotr^cotr^+l = 0, 



cos (r« Ä;,) cos (rx Ä; ) 

oder wemi die Kreise des zweiten Systems die des ersten, jedesmal mit 
Ausnahme von einem,^ rechtwinklig schneiden, 

« 1 



(75.) 



tangr« tang Ä» cos (r» Ä«) 
Durch Transformation der Gleichung 

(76.) -2' + Ci,C22C33 = mm! 
oder durch Multiplication der Determinanten 



+1 = 0. 



0-1 

Xi f/i Ä, COSfi 



1 

x\ y'i ä1 — cosrj 



erhält man für zwei Systeme von drei Kreisen die Relation 



(77.) 



— 1 cosri 



... 



cosr, 

COSTj 



11 
'31 



. • • 



... 



cosr3 

^13 



Tsj 



= — mm . 



Ist ri (fj) die Centralaxe der Kreise r^ und r2 (ri und r ) , deren Länge wir 
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mit a (a') bezeichnen, so ist 

m =s sinacos(aa'), m' = sin a' cos (aa') 
und daher 

—1 cosri cosri 

(78.) cosfi ni ^12 
Durch die polare Betrachtang findet man die Formeln 



= ~ sin a sin a' cos (aa'}. 



(79.) 



oder 



— 1 sinrl ... sinri 



smr, 



smr« 



«41 



(80.) 



Femer ist 



—1 tangr'i 

tangfi cos Tu 

• . 

tangr« cosr*! 



... 



... 



... 



... 



... 



... 



... 



/ 



14 



^44 



= 



tangr« 
cos r,4 



COST44 



= 0. 



(81.) 



— 1 sinri . • . sinrj 



smr 



1 



l 



11 



• • • 



... 



^13 



mid 



sinra t 



31 



t 



33 



= — mm 



(82.) 



-1 


sinri 


sinrj 


sinri 


«11 


'12 


siur2 


kl 


tn 



= ~sinasina'cos(aa'). 



§.8. 
Drei Kreise rj, r2, r, mögen von einem vierten T{=^r^^ in den 
Winkeln ^i, (p2y 9z nnd drei andere ri, ri, ri von einem vierten r\=ro) 
in den Winkeln (p[^ ^4? <pi geschnitten werden. Setzt man in der Relation 

(7.) -2'+c„...C33 = 

zwischen den Cosinus der Centi*alaxen dieser beiden Systeme von vier 
Ej*eisen 

Cu, = r«) + cos fo cos ro = sin r sin r ' cos (r r') + cos r cos r', 

Cx(i = ^«0+ cos r, cos r'o = sin r sin r^cos y , + cos r cos r, , 

Cux = roi+ cos ro cos ri = sin r'sin r[ cos <p'x + cos r'cos r'x , 
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80 erhält man die Gleichung 

co8(rr')+cotr cotr' sinri coayl+cosri cotr' ... sinri cosys+cosri cotr' 
(83.) öinricos^i +co8r|COtr Ca ... c,3 



=0. 



sin r3 cos 9)3 +cosr3COtr C31 ... 03, 

Wir nehmen an, dass in keinem der beiden Systeme die Mittelpunkte 
der drei Kreise auf einem Hauptkreise liegen. Sind 

a, = (23), «, = (31), a3 = (12) 
die Centralaxen im ersten und al , al , ih die im zweiten Systeme, so setzen wir 

.f^. V ^ 8inax8maico8(axai) 

oder 

1 cos (a«a^) 



(85.) a,x = 



sinaicSinai sin(ax a^) sin (alal) 

oder endlich 

(86.) «., = J^^^X , 

smAxSinA; 

wenn A, und Äi in den von den Mittelpunkten gebildeten Dreiecken die zu 
den Seiten a» und di gehörigen Höhen sind. Alsdann sind • 

S± c,i C22 C33 = mm! und S + a^ 0^0^^=^ — — r 

mm 

reciproke Determinanten, d. h. a^i {c^x) ist der Coefficient von e^i (a^i) in der 
ersten (zweiten) Determinante, dividirt durch die ganze Determinante. Daher 
erhält man, indem man die Determinante (83.) nach den in der ersten Zeile 
und Colonne stehenden Elementen entwickelt, die Gleichung 

JSa^x (sin r„ cos (p^ + cosr^ cotr) (sinr^ cos yi + cosri cotr') 
= cos (rr') + cotr cotr' = 



(87.) ) ._/ K . ._x X » cosa 



cos r cos r* ' 

WO a die Centralaxe der beiden Kreise r und r' ist. 

Sind die Winkel <p^ und (p[ alle gleich ^tt, also r = Ä und r' = R\ 
und ist A die Centralaxe der Kreise R und R\ so ergeben sich aus den 
Formeln (83.) und (87.) die Relationen 

008 i4 



(88.) 



COS A COS A' 



cosri . . . C08r3 



cos r| C/]j ... c 



13 

• « • • 



cogfj e,i ... C]) 



= 
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und 



(89.) 



,;.co8r^cosr;. = -_-b -- 



COS Ä COS Ä' 



Sind die Winkel y* = ^ ^^ die Winkel (p\ einander gleich,, nnd r' = ^n, 
also r = Ä und (pi = T, und ist B der Abstand des Potenzcentrums der 
Ej*eise des ersten Systems von der Aehnlichkeitsaxe der Kreise des zweiten 
Systems, so ist 



(90.) 



%mB 



008 A cos T' 

COSfi 



cosra 



oder 



(91.) 



sinri 



'11 



C31 



• t 



• • • 



smr. 



• • • 



13 



'33 



^ 



= 



a^;COsr^sinr;. = 



sinB 



cos Ä cos T' 

Ist endlich C der Winkel, unter dem die Aehnlichkeitsaxe der Kreise 
des ersten die der Kreise des zweiten Systems schneidet, so ist 

cosC 



(92.) 



cos Tcos T 
sinfi 

sinrj 



sinr, 



11 



sm ry 



... 



'31 



'13 



'33 



= -0 



oder 



cosC 



(93.) ^a., sinr, sinr, = -.^^^^^^j. 

Mit Hülfe der Formel (89.) kann man die Gleichung (87.) auf die 
Gestalt 

j cotrcotr'tangÄtangÄ'co8(ÄÄ')4-cotriS'o,;.cosr,8inrico8yl 

(+ cot r'JS'a,2 sinr, cos y» cos ri + -Z'a,i sinr, cos ^x sin ri cos yi = cos(rr') 

bringen. Nimmt man für den Kreis r den Orthogonalkreis R^ so ist daher 

(95.) -Sa^icosr^sinricosyl = cotr'(tgÄtgr'cos(Är')— tgÄtgÄ'cos(ÄÄ')). 

Setzt man diesen Werth in die Gleichung (94.) ein, so ergiebt sich 
endlich noch 

i -2*0,2 sinr, cos y, sin ri cos y>. = cot r cot r' (tg rtgr' cos (rr') + 
tgÄtgÄ'cos(ÄÄ')-tgrtgÄ'cos(rÄ')-tgÄtg/cos(Är')) 

27» 
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oder 

cotr' cotÄ' 
(97.) -2'a,;i8inr^co89)^8inrico8yi = — tgÄtgÄ' cotr C08(rr ) co8(rÄ') 

C0tÄC08(Är') (508 (ÄÄ') 

Nimmt man in den Gleichungen (95.) und (96.) fttr r und r' die 
Radien der BerUlirung8kreise, 80 werden ihre linken Seiten mit denen der 
Gleichungen (91.) und (93.) identi8ch. Inde88en will ich auf die Relationen, 
die sich aus dieser Bemerkung ergeben, hier nicht näher eingehen, da sie 
sich alle aus den in §. 5 entwickelten Sätzen direct beweisen lassen. 

Aus den Gleichungen (91.) und (93.) kann noch eine andere Gruppe 
von Formeln hergeleitet werden, wie ich durch ein Beispiel erläutern will. 
Die Aehnlichkeitsaxe dreier, mit den Kreisen r,, rj, r^ concentrischen Kreise, 
deren Radien fi, 27i— r,, 27i— rj sind, nennen wir eine innere Aehnlichkeits- 
axe der Eureise r,, fj, r^. Schneidet sie den Kreis r, unter dem Winkel 
Ti, so bildet sie mit r, und r, den Winkel n — T^. Aus der Formel (91.) 
ergiebt sich nun der Satz: 

Sind B, J?,, 1?}, Bi die Abstände eines beliebigen Punktes eon den 
Aehntichkeitsaxen T, Tj, T,, Tj dreier Kreise, so ist 

fQQ\ sing sing^ sinJB, smB, _ ^ 

^^^'^ co8r"^co8r,"^co8r, "^cosr, "" ^• 

Daraus folgt: 

Die Cosinus der Winkel, unter denen drei Kreise eon zweien ihrer 
eier Aehnlichkeitsaxen geschnitten werden, eerhiüten sich wie die Sinus der 
Abstände derselben eon dem Schnittpunkte der beiden andern AehnUckr^ 
keitsaxen. 

§. 9. 
Wir lassen jetzt das zweite System von drei Kreisen mit dem ersten 
zusammenfallen. Werden die drei Kreise n, r2, r^ von einem Kreise r in 
den Winkeln ^i, (p2j (pz und von einem Kreise s in den Winkeln y/^ V'a» 
ip3 geschnitten, so ist 

jcotrcot«tg'Ä+cotr^a,iCOsr,sinr2COSV^;t + cot«-So,2C08r,sinriC08yi 
I +cotrcot«-Sa^;isinr,cosy^sinriC08i^;i = C08(r«), 

oder, indem man die beiden ersten Summen mit Httlfe der Formel (95.) 
eliminirt. 
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j -S a^i sin r, cos (p^ sin rx cos yji 

(= co8(r«)+tg'Äcotrcot«— tgß(cotrcos(«Ä) + cot«co8(rÄ)). 

Man kann jene beiden Snmmen noch auf eine andere Art eliminiren. 
Lässt man nämlich die beiden Kreise r und s zusammenfallen, so erhält 
man zur Berechnung des Radius eines Kreises, welcher drei gegebene Kreise 
unter den Winkeln ^i, ^29 ^3 schneidet, die quadratische Gleichung 

(101.) cot'rtg^ß+2cotrJ2b,;iCOSr,sinriC08yi+-2a,;i8inr,cos9)^8inriC08y;i = 1. 

Werden ihre Wurzeln mit r und 271 — r' bezeichnet, sind also r und 
r die Radien zweier conjugirten Schnittkreise, so ist daher 

(102.) JlS^o,iC0sr,8mrxC089);i = tg^Ä s 

und 

(103.) Jis'o^;icosr,siny^cosr2 8iny;i = 1— tg^Äcotrcotr'. 

Mit Hülfe der Relation (102.) kann man die Gleichung (99.) auf die Form 

/tni\ ^ ' ' , / \ X 2 D C0trC0t«'+ 001*6011^ 

(104.) -2^a^i8mr^cosy,smriC08i^;i = cos(r*)— tg Ä ^ 

bringen. Daraus folgt, indem man 8=^R setzt, 

(105.) cos(rÄ) = tg/c ^ , 

eine Relation, mittelst deren jede der beiden Formeln (100.) und (104.) aus 
der andern abgeleitet werden kann. Femer ergiebt sich aus der Gleichung 
(104.) der Satz: 

Der Winkel zweier Schnittkreise eon drei gegebenen Kreisen ist gleich 
dem Winkel der beiden conjugirten Schnittkreise. 

Aus den hier entwickelten Formeln lassen sich alle in §. 5 er- 
haltenen Resultate von neuem ableiten, wobei sich eine grosse Anzahl von 
metrischen Relationen für die dort behandelte Figur ergeben. Ich will 
hier nur einzelne Hauptpunkte herausgreifen. 

Zu drei gegebenen ELreisen fi , r^ , r^ construire man drei Httlfskreise 
ri, r2, ri, die Enveloppen der Sehnen, welche die drei gegebenen Kreise 
bezüglich unter den Winkeln ^,, 9)2, (fz schneiden. Dann ist 

(55.) sinr^cosy, = sinr^, 

und daher nimmt die Gleichung (101.) die Form an 

cotVtg^Ä+2cotr-;^o,;tC08r^sinri + JS'o,;i8inri,8inri = 1. 
Ist B der Abstand des Potenzcentrums der gegebenen Kreise von der Aehn- 
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liclikeiteaxe T der Httlfskreide, »o ist demnach in Folge der Formeln (91.) 
und (93.) 

(106.) cofrtang^Ä+2eotr^^^^+tang^r = 0. 

Wenn es möglich sein soll, dieser Gleichung durch drei Werthe r, 
8 und t zu genttgen, so mttssen ihre Coefficienten verschwinden. Dies ist 
aber, wie leicht zu sehen, nur der Fall, wenn die Kreise ri, r2, r^ durch 
dieselben beiden Punkte gehen. Betrachten wir also die Kreise r, $, t als 
die gegebenen und ri, r,, r^ als drei Schnittkreise, so folgt daraus, dass 
alle Kreise, welche drei gegebene Kreise unter gleichen Winkeln schneiden, 
durch dieselben beiden Punkte gehen. Da zu diesen Schnittkreisen auch 
der Orthogonalkreis und die Aehnlichkeitsaxe der Kreise r, s, t gehören, 
so ergiebt sich wieder der Satz: 

AUe Kreise, welche eon drei gegebenen Kreisen unter gleichen Winkeln 
geschnitten werden, gehen durch die Schnittpunkte ihres Orthogonalkreises mit 
ihrer Aehnlichkeitsaxe. 

Wenn die Kreise ri, r^, r^ von dem Kreise s unter den Winkeln 
Vi 7 V'2, V'3 ^^^d von dem Kreise s' unter den supplementären Winkeln ge- 
schnitten werden, so ist 

/Hf\ck^ ^ • . i. 2 o cot»'— cot« 

(102.) JS^a^iCOsr^srnr^cosV/^ = taugen ^ 

Ist s^ der Radius eines Kreises, welcher den Kreis r, unter dem Winkel 
tp„, ri und r^ aber unter den Winkeln n—tpi und ^ — V/i schneidet, und 
ist sl der Radius des conjugirten Schnittkreises, so sind s, ... s^^ s', ... s^ ^e 
Radien der acht Kreise, welche die drei gegebenen Kreise unter den 
Winkeln v^ i V'2 ? V^3 schneiden, falls der Sinn, in dem die letzteren zu durch- 
laufen sind, unbestimmt gelassen wird. Aus der Formel (102.) ergiebt sich 
imn die Relation 

^ 1 07.) cot» -t- <'Ot«i + cot »2 + cot »3 = cot»'+ cot»i + cot «i + cot »3 . 

hmbcHondorc gilt der Satz: 

Construirt man die acht Kreise, welche drei gegebene Kreise berühren, 
so ifil dit^ Summe der Cotangenten der Radien der eier Kreise, welche eine 
gtradr AuMhl der gegebenen Kreise positiv berühren, gleich der Summe der 
(Uilangmlen der Radien der vier Kreise, welche eine ungerade An&cihl der 
gt^gthmm Kreise positiv berühren. 
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Auf ähnliche Weise ergiebt sich aus der Formel (104.) die Relation 

j cos(r«) + co8(r«i) + co8(r«,) + cos(r«3) 
/= co8(r«') + co8(r«',) + cos(r«i) + co8(r«3). 

§. 10. 

Zum Schluss erwähnen wir noch einige specielle Fälle, die man aus 
den entwickelten Formeln erhält, indem man die gegebenen Kreise alle 
oder zum Theil in Punkte oder Hauptkreise tibergehen lässt. 

Bilden die beiden Kreise r und s den Winkel y, so ist, wenn s in 
einen Punkt übergeht, 

(4.) lim sin« cos ^ = — 2cotrsin'iT, 

wo T die von diesem Punkte an r gelegte Tangente ist. Daher besteht 
zwischen den Tangenten, welche von fünf Punkten an fllnf Ejreise gelegt 
werden können, nicht nur die Gleichung (37.), sondern auch nach Formel 
(6.) die Relation 

(109.) -2:±sitf-^.-.sin^^ = 0. 

Reduciren sich die fünf Kreise auch auf Punkte, so ist diese Gleichung 
nicht verschieden von der bekannten Relation zwischen den Quadraten der 
Strecken, welche fünf Punkte einer Kugel mit fünf anderen Punkten der- 
selben (oder einer anderen) Kugel verbinden. 

Für zwei Systeme von vier Punkten ist nach (16.) 

(110.) JS-lsin^^-sitf-^ = ^^(fn, + ...+m,)(m[ + '^^+m:), 

wie für den Fall, dass das zweite System von dem ersten nicht verschieden 
ist, bereits Joachimsthal angegeben hat (B. §. 16, 7). In diesem Falle lässt 
sich die Determinante auf der linken Seite in vier Factoren zerlegen, und 
man erhält als Bedingung dafür, dass vier Punkte auf einem Kreise liegen, 
die Gleichung 

(111.) sin-^' 8in^±sin^sin-^±sm-^sin-^ = 0, 

welche mit dem Ptolemäischen Lehrsatze identisch ist. Dieselbe Bedingung 
wird durch die leicht zu verificirende Gleichung 

(112.) «tiH 1-*»4 = 

ausgedrückt 
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Für zwei Systeme von drei Punkten ist (30.) 
(113.) -S±sin'^8in'-^8in'^ = imtangÄm'tangÄ'cos(ÄÄ'), 

wo R und Ä' die Radien der umgeschriebenen Kreise der von den beiden 
Punktgruppen gebildeten Dreiecke sind. Fallen die beiden Systeme zu- 
sammen, so geht diese Formel in eine bekannte Gleichung über (vgl. §. 6). 
Sind /?!, P27 Pi die Abstände dreier Punkte von einem Hauptkreise 
und pl, pi, p'i die dreier anderen Punkte von einem anderen Hauptkreise, 
so findet man nach Formel (96.) den von diesen beiden Hauptkreisen ge- 
bildeten Winkel <p aus der Gleichung 

(114.) ^a^imip^Binp'i = cosy. 
Werden die Seiten eines Dreiecks von einem Kreise r in den Winkeln y^, 
q>2 , q>3 und die eines anderen Dreiecks von einem Kreise r' in den Winkeln 
Vn 9^7 73 geschnitten, und ist a die Centralaxe der beiden Kreise, so ist 
nach (87.) 

(115.) Sa^iCOBw^co^w'x = ,. 

WO sich die Ausdrücke a^i auf die beiden Gruppen von Punkten beziehen, 
welche von den Polen der Dreiecksseiten gebildet werden. Daraus ergeben 
sich die bekannten Gleichungen für die Radien der einem sphärischen 
Dreieck ein- und angeschriebenen Kreise. 

n. 

Relationen in Systemen von Kugeln, Punkten und Ebenen. 

§.1. 
Unter dem Winkel (p zweier Kugeln mit reellen Radien r und 8 

und einer reellen Schnittcurve verstehen wir den Winkel zweier nach dem- 
selben Punkte der Schnittcurve führenden Radien oder dessen Nebenwinkel, 
je nachdem r und s gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben. Da folg- 
lich das Quadrat der Centralaxe zweier solchen Kugeln 

(1.) d = r^+s'^—2rsco^q> 
ist, so soll der Winkel zweier Kugeln, die sich nicht in reellen Punkten 
schneiden, oder die selbst imaginär sind, ^ durch diese Gleichung definirt 
werden. Geht die zweite Kugel in einen Punkt über, so ist 



(2.) lim ^ cos y = 



— 2r 2r 
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WO t die Potenz des Punktes in Bezug auf die Kugel r ist. Reducirt sich 
auch die erste Kugel auf einen Punkt, so ist 

(3,) limr^cosy = """o^? 

wo d das Quadrat der Entfernung der beiden Punkte ist. Ist die zweite 
Kugel eine Ebene, und ist p ihr Abstand von dem Mittelpunkte der ersten 
Kugel, so ist 

(4.) cosy = -^. 

Geht daher die erste Kugel in einen Punkt über, so ist 

(5.) lim r cos 9) = p. 

In einem Systeme von sechs Kugeln nenne ich r^ den Radius der 
x*®^ Kugel und x^, y^, z^ die orthogonalen Coordinaten ihres Centrums. 
In einem zweiten Systeme bezeichne ich die analogen Grössen mit Strichen. 
Ist dann d^i das Quadrat der Centralaxe der x^^^ Kugel im ersten und der 
Xten im zweiten Systeme und tp^x der Winkel, unter dem sich diese beiden 
Kugeln schneiden, so ist 

r^ri cos y,;. = ^{rl+r^-d^)) 

= x^x\^-y^y\ + z^z\ + \{rl-x\-yl-z\ + r\^-x^-y^---z!^). 

Durch Multiplication der beiden identisch verschwindenden Determinanten 

(0, X, y, z, 1, i (r'-a:'-y'-«*))(0, x', y', »', ^ (^•*-a.--y"-V^\ 1) 

ergiebt sich daher zwischen den Winkeln zweier Systeme von sechs 
Kugeln die Relation 

(6.) -2"+ cos y 11... cos ^06 = 0. 
Zwischen den Winkeln, in denen fünf Kugeln mit gemeinsamem Potenz- 
qentrum von fünf beliebigen andern geschnitten werden, besteht die Gleichung 

(7.) -5' + cosyn...cosy55 = 0. 

Femer ist (Man vergleiche zum Beweise die analogen Herleitungen 
auf Seite 188.) die Bedingung 

(8.) -2" + cos 9),!... cos 9)44 = 

nothwendig und himeichend daflir, dass die Orthogonalkugel R der vier 
Kugeln des ersten Systems mit der Orthogonalkugel Ä' derer des zweiten 
einen rechten Winkel bildet. Sie ist stets erfüllt, wenn die vier Kugeln 
des einen Systems dieselbe Potenzlinie haben. (D. p. 352.) 

Jonmal für Mathemadk Bd. LXXIX. Heft 3. 28 
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Endlich ist 

(9.) -S± cos yji... 008^33 =« 0, 

wenn die Centralebenen der beiden Systeme anf einander senkrecht stehen, 
was z. B. stets bewirkt werden kann, wenn die Kugeln des einen Systems 
dieselbe Potenzebene haben. Wir können also den Satz aussprechen: 

Die DetemUmmte, gebildet aw den Cosinus der Wimkel^ in denen n 
Kugeln von n anderen geschnitten werden, verschwindet, wenn it >> 5 ist, tm- 
bedingt; wenn n = b ist, falls die fünf Kugeln des einen Systems dasselbe Po- 
tenzcentrum haben ; wenn it = 4 ist, falls sich die Orthogonalkugeln der beiden 
Systeme rechtwinklig schneiden ; wenn it = 3 ist^ falls die Centralebenen der 
beiden Systeme auf einander senkreckt stehen. 

Der letzte Theil dieses Satzes ist nicht umkehrbar. 

§.2. 
Wir betrachten jetzt das Product der beiden Determinanten 

(*, y, z, 1, k{r'-x'-f-z')){x', y', z', ^ (r"- x'*- y'^-. ,-) , 1), 
welches gleich 

ist, wenn 

r», = r^rlcosy.i 

gesetzt wird. 

Den ersten Factor entwickeln wir nach den in der letzten, den zweiten 
nach den in der vorletzten Colonne stehenden Elementen. Seien 1, 2, ... 5 
die Mittelpunkte der fünf Kugeln des ersten Systems, 

ri = (2345), r2 = (3451), ... r5 = (1234) 

die Volumina der von ihnen gebildeten Tetraeder, /, die Potenz des Coor- 
(Unatonanfangs, d. h. emes beliebigen Punktes, m Bezug auf die x*« Kugel. 
Dann ist 

Hc*Mr.)irclbt man um den Coordinatenanfang eine beliebige Kugel mit dem 
KmlliiN Tf welche die Kugeln fj, ... r^ unter den Winkeln ^i, ... 95 
Mi*tinoi<lct, Ko ist in Folge der bekannten Relation 

(10.) «l + -"+t?5 = 

ilcr AuMdruck 

^ih I '-H r6/»=^ri(<, — rO + '*-+ru'4-"'*^}==""2r(ririCOsyi + **-+r6rsC089)s). 
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(11.) {^ _ 



Daher gelangt man auf dem angedeuteten Wege zu der Formel 
(D. p. 364) 

Da folglich in der zu -S+rii...r66 adjungirten Determinante die Elemente 
von je zwei parallelen Reihen proportional sind, so verschwindet dieselbe 
identisch, und daher ist auch ihre fünfte Wurzel 

(6.) -2* + fi, . . . Tee = 0. 

Aus der Gleichung (11.) ergiebt sich der Satz: 

Sind «I , ... «5 die Volumina der eon den Mittelpunkten fünf gegebener 
Kugeln r^ , ... r^ gebildeten Tetraeder und ^i , ... 95 die Winkel, unter denen 
dieselben eon einer willkürlichen Kugel r geschnitten werden, so ist der Ausdruck 

(12.) r(f?iriCOsyi + "« + f?5r5COsy5) = k 
von der Lage und Grösse dieser Kugel unabhängig. 

In Folge dessen verschwindet der Ausdruck, wenn die fUnf ge- 
gebenen Kugeln dieselbe Orthogonalkugel haben, da seine Glieder einzeln 
verschwinden^ wenn man für r die Orthogonalkugel wählt Somit ergiebt 
sich aus der Identität (11.) wieder die Bedingungsgleichung (7.). 

Wenn die fünf Kugeln kein gemeinsames Potenzcentrum haben^ und 
Ä, der Radius der Kugel ist, welche sie alle mit Ausnahme der x^^ 
rechtwinklig schneidet, so erhält man, indem man den willkürlichen Punkt 
mit dem Mittelpunkte der Kugel R^ zusammenfallen lässt, 

r(f?iriCOsyi + --- + «6^5COSy5) = «j^^r^ß^ cos (r,,ÄJ, 

wo (r,jB^) der von den Kugeln r„ und R^ gebildete Winkel ist. 
Daraus geht hervor, dass der Ausdruck 

(12») «?,r,;/l.cos(r,Ä,) = * 

für alle Werthe des Index x denselben Werth hat. 

Mit Hülfe der eben ausgeführten Umformung kann die Gleichung 
(11.) auf die Gestalt 

(13.) -2*±ru...r55 = -36rÄcos(rÄ)f?r'Ä'cos(r Ä>' 

gebracht werden, wo auf der rechten Seite der Index x weggelassen ist 
Wenn daher vier Kugeln ri, ... r^ von einer fünften r{=ri) in den 
Winkeln ^i, ... (p^ und vier andere rl, ... r^, von einer fünften r\^r^ 

28* 
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in den Winkeln yi , ... yi geschnitten werden, so ist 
cos (rr') ricosyl . . . r« cos 9)4 

TiCOS^i Tu ... ri4 



<14.) 



. • . 



= -36fJÄfj'Ä'cos(r/l')co8(r'Ä). 



r4C08y4 r^i ... r44 

Sind die Kugeln r und r' insbesondere die Orthogonalkugeln R und R' der 
beiden betrachteten Systeme von vier Kugeln, so ist (D. p. 356) 

(15.) -2'±ru...r44 = -36rr'ÄÄ'co8(Ä/l'). 

Lässt man die Kugeln in Punkte ttbergehen, so ergeben sich als specielle 
Fälle dieser Relation die von Herrn Siebeck (dieses Journal Bd. 62) ent- 
wickelten Sätze ttber das Product zweier Tetraedervolumina mit den Radien 
ihrer umgeschriebenen Kugeln. Durch Division der Formeln (15.) und 
(14.) ergiebt sich 

r^ßs 2:+ cos y^,... cos y ,, ^ cos (/?,/?;) 

^ '^ ^+C08<3Pi, ...C08<y'55 co8(rjÄjco8(r',Ä',)' 

In der Gleichung (15.) wählen wir zur vierten Kugel des zweiten (ersten) 
Systems die Centralebene der drei ersten Kugeln des ersten (zweiten) Systems. 
Ist a (o') der Inhalt des von den Mittelpunkten der drei ersten Kugeln des 
ersten (zweiten) Systems gebildeten Dreiecks und q> der Winkel (oa')? so ist 

lim —r = Sa cos y und lim — = 3o' cos <p. 

Ist P{P') der Punkt, in dem die Potenzlinie der drei Kugeln des ersten 
(zweiten) Systems von der Centralebene der drei Kugeln des zweiten (ersten) 
geschnitten wird, t{t') die gemeinschaftliche Potenz des Punktes P(P') in 
Bezug auf die Kugeln des ersten (zweiten) Systems und d das Quadrat der 
Entfernung der Punkte P und P\ so ist 

-2ÄÄ'cos(ÄÄ') = d-t-t' 
und daher 

(17.) -2'±rnr«r33 = 2oa' cos (oo'j(rf~<- 0- 
Zum Schluss erwähnen wir noch einige Folgerungen, die sich aus 
dem in diesem Paragraphen gefundenen Satze 

(12.) i?,r,cosyiH h^s^scosys = — 

ziehen lassen, wo k eine von der Lage und Grösse der Kugel r unabhän- 
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gige Constante bezeichnet Aub der Fonnel (12*.) und aus der Identität 
(10.) ergiebt sich 

(^^•) r,Ä.C08(r7Äj + '"+ r,Ä,C08(r,Äj ^ ^' 

Nimmt man für die Kugel r eine Ebene und bezeichnet man ihren Abstand 
von dem Mittelpunkt der Kugel r, mit p,, so ist r,GO&<p^=p^ und daher 
folgt aus Formel (12.) 

(19.) t>iPi + '-+f>sPs = 0, 

wie man direct beweist, indem man diese Ebene zur yjs- Ebene macht und 
die Determinante 

{x,l,x,y,si) = 

nach den in der ersten Colonne stehenden Elementen entwickelt 

■ 

Ist die willkttrliche Ebene die Aehnlichkeitsebene Tj der vier ersten 
Kugeln , d. h. die Ebene , welche diese vier Kugeln alle unter demselben 
Winkel T» schneidet, so ist 

5 O 

Das Zeichen Tj bedeutet zugleich die Grösse des Winkels, unter dem die 
vier ersten Kugeln von ihrer Aehnlichkeitsebene geschnitten werden, und 
die Stellung dieser Ebene, ebenso wie das Zeichen r sowohl für eine Kugel 
als auch fttr die Grösse ihres Radius gebraucht ist Daher bedeutet [tf^T^ 
den Winkel der Kugel rg und der Ebene T5. 

In Folge der eben entwickelten Gleichung haben fünf Kugeln die- 
selbe Aehnlichkeitsebene unter der Bedingung 

(20.) riri+-*-+<?5^5 = 0. 

Wenn in der Relation (12.) die Kugel r mit der Kugel ps zu- 
sammenfällt, welche die Kugeln r^, ... u berührt, so ist mit Weglassung 
des Index 5 

— = f,,r, + -.+f?4r4+«rcos(rp)=rr(^cos(rp) -^^f-h 

und daher nach Formel (12*.) 

(21.) Äcos(rÄ) = pcoSiVp) ^cos(rr}. 

Da R^ T und ff nur von der Lage und Grösse der vier ersten Kugeln ab- 
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hängen, so bedeutet r in dieser Gleichung eine willkürliche KugeL Indem 
man diese der Reihe nach mit R, T und q zusammenfallen lässt, erhält man 
drei Gleichungen, aus denen sich durch Elimination von co8(Äp) und 
cos(rp) ergiebt 

WO B = R cos (Ä T) den Abstand des Potenzcentrums von der Aehnlichkeits- 
ebene bezeichnet. 

Construirt man um die Mittelpunkte der vier ersten Kugeln vier 
Htllfskugeln mit den Radien 

ri = riCOsyi, . . . ri = r4C0sy4, 
so ist 

— = f,jr; + .-.+f?4r4+«5r5COs(rr5) = f?5r5(cos(rr5)--^^^ 

wo T die Aehnlichkeitsebene der Kugeln rl , ... ri bedeutet. Eliminirt 
man aus dieser Gleichung und der Formel (12*.) die Constante *, so er- 
hält man 

(21*.) Äcos(«Ä) = rcos(r«) ^cos(«r), 

WO Ts^s und Rs^R gesetzt ist Lässt man in dieser Relation die will- 
kürliche Kugel s der Reihe nach mit Ä, T und r zusammenfallen, so er- 
hält man drei Gleichungen, aus denen sich durch Elimination von cos (r R) 
und cos(rT') ergiebt 

(22-.) Ä'.-i- + -^4+tang'r = 0, 

WO ß = Ä cos (R T) den Abstand des Potenzcentrums der gegebenen Kugeln 
von der Aehnlichkeitsebene der Httlfskugeln bezeichnet. Auf die Gleichung 
(22*. ), welche zur Berechnung der Radien der beiden Kugeln dient, die vier 
gegebene Kugeln ri , ... u unter gegebenen Winkeln y i , ... ^4 schneiden, 
komme ich unten (§. 9) noch einmal zurück. 

Wenn in der Relation (11.) die flint* Kugeln in Punkte übergehen, 
so lautet sie 

(23.) 2±dn...dss = 2S8ieid, + "' + f^sds)(p'id, + '" + esds\ 

wo dl , ... ds (rfl , . . . ^5) die Quadrate der Abstände eines beliebigen Punktes 
von den fünf Punkten des ersten (zweiten) Systems bedeuten. Daraus er- 
giebt sich der Satz: 
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Sind f,, ... «5 die Volumina der ton fünf Punkten gebildeten Tetraeder ^ 
und ist d^ das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Punktes eom x^^ 
Punkte, so ist der Ausdruck 

<?irfi + ••• + «?., rfs = k 

von der Lage dieses Punktes unabhängig und verschwindet , wenn die fünf 
Punkte auf einer Kugel liegen. 

Diesen Satz hat Möbius im 26. Bande dieses Journals aus der von 
Lagrange entdeckten Eigenschaft des Schwerpunktes abgeleitet. Lässt man 
den willkürlichen Punkt mit dem Mittelpunkt der dem Tetraeder rj um- 
schriebenen Kugel Rs zusammenfallen, so erhält man 

k=-{v, + '" + v^)ff + Vsd, = es{d,-Rl) = v,ts, 

wo ts die Potenz des fünften Punktes in Bezug auf die Kugel Rs bedeutet. 
Daraus folgt (vergl. Bauer, Bemerkungen über einige Determinanten geome- 
trischer Bedeutung, Sitzungsberichte d. math. phys. Classe d. Acad. d. Wissen- 
schaften zu München, Jahrgang 1872, p. 351): 

In einem System von fünf Punkten ist das Product aus dem Volumen 
des von irgend vier derselben gebildeten Tetraeders und der Potenz» des fünften 
in Bezug auf die diesem Tetraeder umschriebene Kugel canstant. 

Aus der Gleichung /,€?, = ... = /gUs und der Formel (10.) folgt 

1+... + 1 == 0, 

D. h. Die Summe der redproken Potenzen jedes von fünf gegebenen 
Punkten in Bezug auf die durch die vier anderen gehende Kugel ist gleich Null. 

§.3. 
Wenn in der Formel (9.) die drei Kugeln r,, rj, r^ dieselbe Potenz- 
ebene haben, r[ und r2 mit r^ und fj zusammenfallen, ri aber eine beliebige 
Kugel ist, die mit r,, r,, r^ die Winkel y^, q>2^ (p^ bildet, so ist 

1 cos [ri fa) cos (fi 

cos (rarj 1 cos 9^2 = 0, 

cosTrsTi) cos(r3r2) cos^a 
oder nach Unterdrückung des Factors sin (rjrj) 

(24.) sin (rjrj) cos ^1-1- sin (rjrj cos ^j+ßiufrirj) cos ^3 = 0, 
wo man für (r^ri)^ i'^i^i) und {rir2)^ um sie von ihren Ergänzungen zu 2n 
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ZU unterscheiden, die Winkel der Kreise nehmen muss, in denen die drei 
Kugeln von einer durch ihre gemeinsame Centralaxe gehenden Ehene ge- 
schnitten werden. 

Wenn in der Formel (8.) die vier Kugeln ri, ... r^ dieselbe Potenz- 
linie haben, r'i, ri, ri mit ri, rj, r^ zusammenfallen, ri aber eine beliebige 
Kugel ist, die fi , . . . r4 in den Winkeln y , , ... q>n schneidet, so ist 



cos(r2ri) 
cos (rjr,) 
cos(r4ri) 



cos(r,r3) 

cos (r2 rj) 
1 



cos 9)1 

cos^ 

cos ^3 
cos 9)4 



= 0. 



(25.) 



cos (ri r,) 

1 
cos (rarj) 

cos(r4r2) cos(r4r3) 
oder nach Unterdrückung des Factors sin(r,r2r3) 

|Sin(r4r3r2) cosyi+ sin(r4rir3)cosy2+ sin (r^r^ri) cos 9)3 

+ sin (r, r2 r3) cos ^4 = 0. 

Hier bedeutet sin(rir2r3) den Sinus der von den drei Eadien gebildeten 
Ecke, welche einen der beiden gemeinsamen Schnittpunkte der vier ge- 
gebenen Kugeln mit den Mittelpunkten der Kugeln ri, r2, r^ verbinden. 
Vertauscht man den einen Schnittpunkt mit dem andern, so wechselt 
8in(rir2r3) das Zeichen. Die vier in der letzten Formel vorkommenden 
Sinus beziehen sich alle auf denselben Schnittpunkt. 

Werden fünf Kugeln mit gemeinsamem Potenzcentrum von fünf be- 
liebigen andern geschnitten, so ist nach Formel (7.) 



11 



^51 



... 



ri4 Ti cos (pi 



Tm n cos (ps 



= 0, 



wo <p^ für (p^s geschrieben ist Entwickelt man diese Determinante mit 
Hülfe der Relation (15.) nach den in der letzten Colonne stehenden Ele- 
menten, so erhält man nach Unterdrückung des Factors — 36/1 »iÄi cos (ÄÄi) 
die Gleichung 

(26.) «iriCOsyi + ---+«?5r5COsy6 = 0, 
die oben aus der Beziehung (12.) abgeleitet worden ist. 

Werden fünf Kugeln ri , ... r^ von einer sechsten r in den Winkeln 
y t , • . . (ps und fünf andere Kugeln rl , ... ri von einer sechsten r' in den 
Winkeln y', , ... yi geschnitten, so hat man nach Formel (6.) zur Berech- 
ming des Winkels (rr') = cp die Gleichung 
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C0B9> COS 9)1 . . . COS ^5 
COS^i COS^n . . . COS^is 



= 0. 



COS^s COS^s, . . . C089?55 

Entwickelt man diese Determinante mit Hülfe der Formel (16.) nach den 
in der ersten Zeile nnd Colonne stehenden Elementen, so erhält man die 
Gleichnng 

r 

(27.) cosy = 2 -^^i) -cosy.cosi/);. 

coB(ri,fi,)coB(r2Ä0 

Wenn insbesondere die Kugeln des zweiten Systems die des ersten, jedes 
Mal mit Ausnahme von einer, rechtwinklig schneiden, so ist 

/oo \ '^ C08a)xC08flp* 

(28.) cosy = 2: f^^—-L 

^ cos(r,ÄO 

Construirt man zu einem System von sechs Kugeln ein zweites, dessen 
Kugeln die des ersten, jedes Mal mit Ausschluss von einer, unter gleichen 
Winkeln (y^) schneiden, und bezeichnet man den Winkel {r^r'^) mit v»» 
80 ist 

(^29.) 2 ^^^^t^ - ^ 1. 

COSy»— C08V/x 

Wenn die Kugel r die fünf Kugeln rj, ... r^ unter demselben 
Winkel q> schneidet, so erhält man aus Formel (27.) zur Berechnung 
dieses Winkels die Gleichung 



(30.) 



1 ^ C08(Ä»Ä/.) 



cos' (f COS (r^ Ä,) cos (ri Ä;) 

Durch directe Anwendung der Formel (6.) findet man für (f die Gleichung 

(31.) 3Artang9) = 2r,...r5|/(-2-2-±sin'^^ ..sin^^), 

in der^Ar dieselbe Bedeutmig hat, wie in Gleichung (12.). Für den Radius 
r findet man aus (12.) 

(32.) r = p \ ^ ^. 

cos f/)(tJ,r,-l-... 4- t),rj 

Aus (31.) folgt, dass fünf Kugeln von derselben Kugel berührt 
werden unter der Bedingung (D. p. 369) 

(31*.) -S-isitf^.-sin^^» = 0. 
Wenn der Cosinus des Winkels, den zwei Kugeln bilden, gleich 1 

Joamal för HUthematik Bd. LXXIX. Heft 3. 29 



1 COS^n . . . COB^H 



• • • 



_ / 6t?iteo8(flg) Y 
"" V r r. ^ 
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ist, SO sagen wir, dass die Kugeln sich beriUiren. Ist q eine BerUhmngs- 

kugel der Kugeln rj, ... r*, so ist nach Formel (14.) 

1 1 ... 1 ! 

6f)Äco«(Äf) V 

1 cos 9741 . . . cos ^44 

oder unter Anwendung der in I. §. 6 gebrauchten Umformung 
/ 3«Äcos(Äp) 

^ '^ i= 2r,...r4|/-/7(sin-|^sin^±sin^sin^±sin^sin^^ 

§.4. 

Unter dem Innern einer Kugel verstehen wir den Raum, in welchem 
ihr Centrum liegt, oder den, in welchem es nicht liegt, je nachdem ihr 
Radius positiv oder negativ ist Die innere Normale betrachten wir als die 
positive Normale sowohl der Kugel als ihrer Berührungsebene in dem Fnss- 
punkte. Der Winkel zweier Kugeln ist der Winkel ihrer positiven Nor- 
malen in einem gemeinschaftlichen Punkte. Zwei auf einander liegende 
Ebenen nennen wir nur dann zusammenfallend, wenn ihre positiven Nor- 
malen gleiche (nicht entgegengesetzte) Richtungen haben. Diesen Defi- 
nitionen gemäss umhüllen die gemeinsamen Berührungsebenen zweier Kugeln 
nicht zwei, sondern nur einen Beilihrungskegel , dessen Spitze der Aehn- 
lichkeitspunkt der beiden Kugeln ist. Femer haben drei Kugeln nur eine 
Aehnlichkeitsaxe , die gerade Linie, welche sie unter gleichen Winkeln 
schneidet, und vier Kugeln nur eine Aehnlichkeitsebene, die Ebene, welche 
mit ihnen gleiche Winkel bildet. 

Ist t das Quadrat der gemeinsamen Tangente zweier Kugeln r und 
s, (p ihr Winkel und d das Quadrat ihrer Centralaxe, so ist ganz allgemein 

(34.) < = rf--(r-«)' = 4r«sin'iy. 

Ist die erste Kugel ein Punkt, so ist / dessen Potenz in Bezug auf 
die andere Kugel. Sind beide Kugeln Punkte, so ist / das Quadrat ihrer 
Entfernung. Ist s eine Ebene und p ihr Abstand von dem Centrum von 
r, so ist 

(35.) lim— = 4r8inH9> = 2(r-p). 

Geht r in einen Pnnkt über, so ist daber 

(36.) lim-^ = -2p. 
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Sind r und « Ebenen, so ist. 

(37.) lim^ = 48in*iv. 

Ist in zwei Systemen von sechs Kngeln t^i das Quadrat derj'gemein- 
samen Tangente der x*«» Kagel des ersten und der l^^'^ des zweiten Systems, 
80 erhillt man durch Multiplication der beiden Determinanten 

1 

X, tfy St r, 1 xi+y\+i] — rl 



und 





-2x[ 




2y[ 





28; 





2r[ 



'2 I '2_i _'2 



'2 




1 



zwischen den gemeinsamen Tangenten zweier Systeme von sechs Kugeln 
die Gleichung (D. p. 366) 

1 ... 1 



(38.) 



X fji • • • § 



16 



= 0. 



1 *Bi ... *e6 

Fttr zwei Systeme von fünf Kugeln ergiebt sich durch Multiplication 
der Determinanten 



1 

Xi y, «1 r, 1 x]+y]-\-il—r\ 



Ö 1 

-2x\ -2yi -2»; 2r[ x7+y?+z?-r? 1 



die Relation 



(39.) 



1 . 

1 tu . 



• • • 



1 /», . 



. 1 



I » . 



= 576(f5,ri-| f- »s rO (»1 »"i H h^s^s). 



. t 



SS 



Nun ist aber mit Weglassung des Index 5 

e.r. + -+»,r. = rr(l— 5^^), 

wo T die Aehnlichkeitsebene der vier ersten Kugeln ist. Daher nimmt die 
Gleichung (39.) die Gestalt an 

1 ... 1 

p.^R^^'..'('i co8(rI0\/. cog(fr) \ 



(40.) 



1 In ... fi5 



• • • • • • 



1 I5J • • . *j 



S5 



29 



I 
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Die Determinante, welche man durch Zusammensetzung der beiden Systeme 
von Elementen 



1 

X, y, a, fi 1 \{r1—x]—y]—z]) 

• • • • • • 

x« y* »« r« 1 \irl—xl—yl—i'^ 











x\ g\ i\ -r'i ^{r?-x"^-yi—»'i^ 1 



erhält, ist gleich der Summe voti sechs Determinantenprodueten, von denen 
die beiden letzten verschwinden. Das vierte hat den Werth — 36f?f?' und 
die Summe der drei ersten ist unter Anwendung der Bezeichnungen des 
§. 8 gleich SGee'^ajtir^}.. Nun ist aber, wie wir später zeigen werden, 

fnn \ ^c ' C08O 

(76.) 2a,ir,r^ = ^^j^^j,^ 

wo C den Winkel der beiden Aehnlichkeitsebenen T und T bezeichnet 
Daher gelangen wir zu dem Resultate 



(41.) 



1 



• • • 



1 in ... ^14 



• • • 



■L VAt • • • ti 



44 



V cosTcosT'/ 



Aus der Gleichung (40.) ergiebt sich zwischen den Tangenten, welche fünf 
Kugeln mit derselben Aehnlichkeitsebene mit fünf [beliebigen anderen ge- 
meinsam haben, die Beziehung 

10 1 ... 1 



(42.) 



1 / 



51 



15 



t 



55 



= 0. 



Wenn in der Formel (41.) die Mittelpunkte der vier Kugeln des 
ersten Systems auf einer Ebene liegen , so ist t? = , gleichzeitig aber 
cos T = ausser in dem Falle, wo die vier Kugeln dieselbe Aehnlichkeitsaxe 
haben, und wo T unbestimmt ist. Zwischen den Tangenten, welche vier 
Kugeln mit derselben Aehnlichkeitsaxe mit vier beliebigen anderen Kugeln 
gemeinsam haben, besteht daher die Relation 



(43.) 



1 

1 «II 



... 



• • • 



... 



t 



14 



= 0. 



1 t 



41 



• . 



/ 



44 
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Wenn in diesem Falle die drei ersten Kngeln des ersten Systems denselben 
Aebnlichkeitspnnkt haben, so kann fHr r^ jede beliebige Kugel genommen 
werden. Wählt man dafür die gemeinsame Berührungsebene der drei ersten 
Kugeln des zweiten Systems, so erhält man die Relation 

1 ... 1 



(44.) 



X »3] ... »; 



33 



= 0. 



§. 5. 
Zwischen den Winkeln, in denen vier gegebene Kugeln von vier 
andern geschnitten werden, möge die Beziehung 

(45.) co8y^4 = A;COsy;,, + Ä2COS<]p,2 + Ar3C08y^3 

bestehen, wo ^i , /r^ , k^ drei von x unabhängige Parameter sind. Alsdann ist 

-2"+ cos yi|... cos 9)44 = 

und daher nach Formel (15.) co8(Äß') = 0. Daher ist Ä' die Orthogonal- 
kugel der vier Kugeln r',, r'j, r^ und Ä, bleibt also ungeändert, wenn ri 
gemäss der Bedingung (45.) variirt. 

Alle Kugeln, welche vier gegebene Kugeln unter Winkeln schneiden, 
deren Cosinus dieselben eier homogenen linearen Functionen eon den Cosinus 
der Winhel sind, in denen die eier gegebenen Kugeln von drei bestimmten 
Kugeln geschnitten werden, haben mit der Orthogonalkugel der gegebenen Kugeln 
dasselbe Potensicentrum. 

Ist die Kugel ri willkürlich und ist 

(46.) cosy, = Ä| cos y^i + ftj cos 7)^2, 

so ist wieder cos(ÄÄ') = 0, und daher schneidet jede Kugel R', welche 
mit ri, Tj, ri einen rechten Winkel bildet, auch R orthogonal oder die 
Kugeln r'i ^ r^^ r'^ und R haben dieselbe Potenzlinie. Da diese schon durch 
die Kugeln r\ , r, und R bestimmt ist, so erhält man, indem man die Kugel 
Ts gemäss der Bedingung (46.) varüren lässt, den Satz: 

Alle Kugeln, welche eier gegebene Kugeln unter Winkeln sehneiden, 
deren Cosinus dieselben vier homogenen linearen Functionen eon den Cosinus 
der Winkel sind, unter denen die eier gegebenen Kugeln eon zwei bestimmten 
Kugeln geschnitten werden, gehen durch zwei feste Punkte der Orthogonal- 
kugel der gegebenen Kugeln. 



lg. 



amf die Geomelrie. 



;e^ mm 



der Formel (41.) die Sätze: 
mit drei festem Kmgeln 
wtrmmJerUekem Kugel die TamgetUe 



-tr. 



t = 



_ ^M-^M-^h 



?«^ 



dm drei fettem Kmgetm eime feste Aehm- 



Kmgeim amt %wei festem Kmgelm die 

Kugel die Tamgemte yt. 



K - 



dem heidem festem Kugelm eime /etfe 



an» jecK n der LAHmg der beiden Probleme, eine 

iie Tier g:ieg:eb«e Kigefai mter gegebenen Winkeln 

it thiwa Tsn^ittes toa gegebener Linge gemeinsam hat 

^>ut » luer Formet t^ r^ «ad r» willkfirliehe Kugeln sind, so 

>< K irpraMt eoiKf t^rtkoipiniilkitget der Kvgebu r; nnd r\, die wir hier mit 

* UM s VtMichtiett woUetL 1% Wmkel 7^ imd 9^,. mögen ip^ nnd V'« 

\M*V, Ci»«P, W»^, fOSe, * 

>*^ isfc ^ <?^^H^^f co«5.i<?^ und dah^r eoi&.llir^ = 0. Daher bildet jede 

V4^< K ^tH' '* und « nfcbcwuktig ^haeidet« anch mit R einen rechten 
^^^^. «hmI lauktt balhm die R«^:^ r« s «ad R dieselbe Potenzebene. 
Mi^^«a iiHMi dh» K^HjC^l « ^^ettjk« der Bediagaag v49.» Tarüren lässt, erhält 

Mfc^ Iki^^Ak tr#Me mt j^yr ^ wr IT^fdb aaler Wuskeim wm prapar^ 
^sm^KkmMäm^ j infcia dmr tk mm» /Mtaa Arm ikrer OrtkagamaUmgeL 



:hK 



* ^::li; -^^^^^^ 



M, %VMM ^v d^v C «Jk^ !ltiM«t[^tudk«^ ii«r Kof^ r, s, R vani D der 
\v)M,^')ill«^Ä»|Wttk.( JüK K«4^»I)» " «Mi * wt Umer den Ki^dii, welche 
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durch die Schnittcurve von r und R gehen, befindet sich auch eine Ebene. 
Wählt man diese fUr die Kugel s und nennt man pi , . . . /I4 ihre Abstände 
von den Mittelpunkten der Kugeln r, , ... r^y so ist 

Wir construiren vier mit den gegebenen concentrische Kugeln mit den Radien 

(51.) r^ = r,cosy,. 

Diese werden von den Ebenen umhüllt, welche die gegebenen Kugeln be- 
züglich unter den Winkeln ^i , ... ip^ schneiden. Alsdann ist 

r' "■ ik ' 

* 

oder die Ebene s schneidet die vier Hülfskugeln unter gleichen Winkeln 
und ist daher ihre Aehnlichkeitsebene. 

Variiren eier Winkel so, dass sich die Verhältnisse ihrer Cosinus nicht 
ändern, so umhüllen die Ebenen, welche vier gegebene Kugeln bessüglich unter 
diesen Winkeln schneiden, eier veränderliche Kugeln mit fester Aehnlichkeits- 
ebene, und eine Kugel, welche die gegebenen Kugeln bezüglich unter diesen 
Winkeln schneidet, geht durch den Schnittpunkt ihrer Orthogonalkugel mit jener 
Aehnlichkeitsebene. 

Ist F ein Schnittpunkt der Kugeln r und r,, die den Winkel (p^ 
bilden, so schneidet die in F an die Kugel r gelegte Berührungsebene die 
Kugel r^ unter dem Winkel (p^, ist also eine Berührungsebene der Kugel 
ri,. Ist daher ^t^ der Radius des Kreises, in welchem diese Ebene die 
Kugel r^ schneidet, so sind <, , ... /* die Quadrate der Tangenten, welche 
die Kugel r mit den Kugeln ri , ... ri gemeinsam hat. 

Wir brechen jetzt diese Untersuchung für einen Augenblick ab und 
wenden uns zur Formel (41.). In dieser betrachten wir die Kugeln r\y ... r^ 
als gegeben, r^ und r« als willkürlich und bezeichnen rg und rj mit r und 
s, ti^ und t2jc mit t„ und ti^. Ist dann 

(52.) ti — Ui = <2— ««2 = (3--«% = '4 — «»4==*, 

so verschwindet die Determinante auf der linken Seite der Formel (41.) und 

daher ist 

cosC = cosTcosT^, 

wo T irgend eine Ebene bedeutet, welche die Kugeln r und s unter gleichen 
Winkeln schneidet, also durch ihren Aehnlichkeitspunkt geht Ist T 
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iiiabeBOudere eiue ihrer gemeinsamen Bertthrungsebenen, so ist 

cosC = cosT'. 

Die gemeinsamen Berühningsebenen der Kugeln r und s haben also mit 
den gegebenen Kugeln ri , . . . ri die Aehnlichkeitsebene T gemeinsam^ 
d. h. sie werden von derselben unter dem Winkel T geschnitten. Daher 
steht die Centralaxe der Kugeln r und s auf der Ebene T senkrecht, und 
ihr gemeinsamer Berührungskegel bildet mit ihr den Winkel T. Derselbe 
ändert sich folglich nicht, wenn die Kugel r fest bleibt, s aber gemäss der 
Bedingung (52.) variirt. 

Alle Kugeln, welche mit der gegebenen Kugeln Tangenten gemeinsam 
haben, deren Quadrate sich um dieselbe Grösse unterscheiden, haben denselben 
Aehnlichkeitspunkt, und ihre gemeinsamen Berührungsebenen haben mit den ge- 
gebenen Kugeln dieselbe Aehnlichkeitsebene. 

Eine der Gleichung (50.) analoge Beziehung erhält man durch fol- 
gende Betrachtung. Ist r' irgend eine Kugel, welche mit den gegebenen 
Kugeln rl, ... r^ dieselbe Aehnlichkeitsebene hat, und sind t und u die 
Quadrate der Tangenten, welche die Kugeln r und s mit r gemeinsam 
haben, so ist t — u^^ k. Für r' kann man die Kugel wählen, welche durch 
die Schnittcurve des oben erwähnten Kegels mit der Ebene T geht und 
diesen Kegel berührt, da diese, ebenso wie der Kegel die Ebene T unter 
dem Winkel T schneidet. Ist der Schnittpunkt einer Kante des Kegels 
mit T und sind P und Q ihre Berührungspunkte mit r und s, so ist 
OP'^t, OQ^^u und 

(53. j t—n = t^ — u^. 

Unter den Kugeln, welche jenen Kegel berühren, befindet sich auch 
ehi Punkt S, die Spitze des Kegels. Wählt man diesen für *, so ist 

fix = d^-rü, 

wo d^ das Quadrat der Entfernung des Punktes S von dem Centrum des 
Kreises r^ ist Constxuirt man vier mit den Kugeln r^ concentrische Kugeln, 
deren Radien r^ durch die Gleichung 

(54.) rl = t^ + r'^' 
bestimmt sind, so ist 

k = t^-u^ = -id,-r'u). 

Es sind also die Tangenten, die sich von S an die Kugeln fi , ... r« ziehen 
lassen, von gleicher Länge, oder S ist das Potenzcentrum der Kugeln rj, . . . r^. 
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Variiren vier Strecken so, dass sich die Differenzen ihrer Quadrate 
nicht ändern, so beschreiben die Punkte, welche auf den Tangenten von vier 
gegebenen Kugeln bezüglich um diese Strecken eon den Berührungspunkten 
entfernt liegen, eier veränderliche Kugeln mit festem Potenzcentrum; und eine 
Kugel, welche mit den vier gegebenen Kugeln Tangenten von der Länge dieser 
Strecken gemeinsam hat, berührt die durch jenes Potenzcentrum gehenden 
Ebenen, welche mit den gegebenen Kugeln dieselbe Aehnlichkeitsaxe haben. 

Aus den entwickelten Sätzen ergeben sich drei Constructionen der 
Kugel r, welche vier gegebene Kugeln ri , ... r* unter gegebenen Winkeln 
r/i j . . . y* schneidet (mit vier gegebenen Kugeln ri , ... ri Tangenten von 
gegebener Länge yU^ , . . . y^t^ gemeinsam hat) , von denen wir hier nur eine 
ausfuhren wollen. 

Man coustniire die Hülfskugeln rj, . . . K, die Enveloppen der 
Ebenen, welche die gegebenen Kugeln bezüglich unter den Winkeln 7^,, ... y 4 
schneiden. (Man construire die Hülfskugeln r, , ... r^^ die Orte der Punkte, 
welche auf den Tangenten der gegebenen Kugeln bezüglich um die Strecken 
y<i, ... y/* von den Berührungspunkten entfernt liegen.) Durch das Centrum 
der Orthogonalkugel R der Kugeln ri, ... r^ lege man einen geraden 
Kegel, dessen Kanten mit der Aehnlichkeitsebene T der Kugeln ri , ... rl 
den Winkel T bilden. Alsdann sind die beiden Kugeln r und r, welche 
diesen Kegel beiühren und durch die Schnittcurve der Ebene T mit der 
Kugel R gehen, die verlangten. 

Die beiden mit ihnen concentrischen Kugeln, deren Radien r und 
— / sind, welche also die gegebenen Kugeln unter supplementären Winkeln 
schneiden, nennen wir conjugirte Schnittkugeln, Von diesen beweist man, 
wie in I. §. 5 die Sätze: 

Die Orthogonalkugel von vier Kugeln geht durch die Schnittcurve von 
je zwei conjugirten Schnittkugeln und halbirl die von ihnen gebildeten Winkel. 

Das Potenzcentrum von vier Kugeln ist der innere Aehnlichkeitspunkt 
von je zwei conjugirten SchnUlkugeln, 

Ferner ergeben sich die Sätze: 

AUe Kugeln, welche vier gegebene Kugeln unter gleichen Winkeln 
schneiden, gehen durch die Schniltctirve ihrer Orthogonalkugel mit ihrer Aehn- 
lichkeitsebene. 

AUe Kugeln, welche drei gegebene Kugeln unter gleicheti Winkeln 
schneiden, haben deren Aehnlichkeitsaxe zur Potenzlinie. 
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Alle Kugeln, welche zwei gegebene Kugeln unter gleichen Winkeln 
schneiden, haben deren Aehnlichkeitspunkt zum Poten&cetUrum. 

Alle Kugeln, welche mit vier gegebenen Kugeln Tangenten von gleicher 
Länge gemeinsam haben, berühren den durch deren Potenzcentrum gehenden 
Kegel, dessen Berührungsebenen mit den gegebenen Kugeln dieselbe AehnUch" 
keitsebene habeti. 

Alle Kugeln, welche mit drei gegebenen Kugeln Tangenten von gleicher 
Länge gemeinsam liaben, haben deren Potenzlinie zur Aehnlichkeitsaxe. 

Alle Kugeln, welche mit zwei gegebenen Kugeln Tangenten von gleicher 
Ijänge gemeinsam haben, haben deren Potenzebene zur Aehnlichkeitsebene. 

Endlicli ergiebt sich daraus: 

Die beiden Berührungskugeln von vier gegebenen Kugeln gehen durch 
die Schniltcurve ihrer Orthogonalkugel mit ihrer Aehnliclikeitsebene und be- 
rühren die durch das Potenzcentrum gehenden Ebenen, welche mit den vier 
gegebenen Kugeln die Aehnlichkeitsebene gemeinsam haben. 

Auf dem am Ende des §. 5, I. angegebenen Wege ergiebt sich aus 
diesem Satze die Gergonne^cho Lösung des ApoUoniusBchen Berllhrungs- 
problems. 



§. 6. 

Für ein System von sedis und ein zweites von fünf Kugeln erhält 
man durcli Multiplication der Determinanten 



Xi yx z, 1 {-{r\ 
X2 yi Zi 1 {\r\ 



— X] 






yi 






ar,; tjr, a,i 1 H'rJ- 4 -»«-»?,) 





x[ y[ z'i iC'i*— 



'2 '2 





i?) 1 



x'i y'i as \{r's—^'i—y''^-Zi) 1 



die Relation 



(55.) 






• • • 



• • • 



^65 



= 0. 



Für ein System von fiinf und ein zweites von vier Kugeln ergiebt sich auf 
dem in §. 2 angegebenen Wege durch Multiplication der Determinanten 
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aJt JTi «1 1 iW 
ajj Vi 2i 1 2 (»"2 






yi 



2j) 







i t 



ks tfs «5 1 Hrl-^l-yl-zl) 



I > ' 1 / "» '2 '2 

a?i yi »1 K^r-a;, -jr. 







' ' ' I / '2 '2 '2 '2\ -1 

^4 »4 «4 i(^4^^4 -^4 -«4J 1 



die Gleichung 



(56.) 



11 



1 r,, 

• • 

1 r„ 



14 ! 



^24 



. . r^^! 



— — 36ü V (t?, /'i cos if i -1 h t^5 'V. <?os ys), 



wo, wie iu §. 2, </?i, ... 7)5 die Winkel sind, unter denen die Kugeln r,, ... r, 
von einer beliebigen Kugel r geschnitten werden. Für den Fall, dass die 
Radien der Kugeln verschwinden, geht diese Relation in eine von Herrn Bauer 
in der oben (§. 2) citirten Abhandlung (S. 345) entwickelte Formel üben Ist 
r die Orthogonalkugel R der vier ersten Kugeln des ersten Systems, so ist 

r («?, Ti cos 7^1 H |-<?5^5<^*osy5) = t^r^Rco^^r^R). 

Dividiit man daher die Gleichung (56.) durch rg, so erhält man 

r 



r,C0S(/)i 



r4C08(/>^ 



(57.) 



1 



r 



11 



• • • 



• • • 



14 



= --36r>f?'ßcos(r /?;, 



r 



41 



r 



44 



wo yl , ... (f4 die Winkel sind , in denen die Kugeln des zweiten Systems 
von der Kugel r (= rs) geschnitten werden. Ist r insbesondere die Aehn- 
lichkeitsebene T der vier Kugeln des zweiten Systems, so ist 



(58.) 



r. 

1 r 



1 r 



ii 



41 



... 



... 



• • • 



^14 

. 

^44 



36rr' — ^ , 



WO B der Abstand des Potenzcentmms der Kugeln des ersten von der 

Aehnlichkeitsebene derer des zweiten Systems ist. Die Gleichung (58.) 

hat die Form 

B 



cos! 



- = /fir.H h&4r4, 



wo die Grössen &i , ... k^ ungeändert bleiben , wenn die Radien rl , ... ri 
ihre Zeichen wechseln. Aus dieser Bemerkung ergeben sich für die acht 
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AehliHchkeitsebenen von vier Kugeln eine Reihe von Beziehungen, auf die 
ich hier nicht näher eingehen will. 

Ist in der Gleichung (57.) die vierte Kugel des zweiten Systems r\ 
die Orthogonalkugel r der Kugeln des ersten Systems, so folgt aus ihr 
die Formel 



(59.) 



11 



... 



13 



= -12f?/^'Äcosr/^'Ä), 



1 r4i ... r43 

wo f^ die Fläche des von den Mittelpunkten der Kugeln des zweiten Systems 
gebildeten Dreiecks und (fR) der Winkel ist, den die Ebene dieses Brei- 
ecks mit der Kugel R bildet. 

§. 7. 
Für zwei Systeme von füiif Kugeln erhält man durch Multiplication 
der beiden Determinanten 



1 

X, jfi Äi 1 l(r?-rr?— jf?-»?) 





x\ y\ «; \{rl 



'2 '2 

«1 -Jfi 







• • 



die Relation (D. p. 364) 



(60.) 



1 



11 



. ■ • 



... 



15 



1 Tsi ... fss 



= 0. 



Diese ist zwar nicht verschieden von der bekannten Relation (B. §. 16, 13) 
zwischen den Quadraten der Strecken, welche fünf Punkte des Raumes mit 
fünf anderen verbinden, aber weit brauchbarer für die verschiedenartigsten 
Anwendungen , da sie zwei mal fünf unbestimmte Parameter ri , ... rs , 
ri , ... r's enthält, denen man endliche, verschwindende oder unendlich grosse 
Werthe beilegen kann. Wenn man durch diese dividirt, so nimmt die 
Formel (60.) die Gestalt an (D. p. 383) 



(61.) 





1 



i 



i 



... 



COS^ii • • • COS9>i5 



• • • 



COS (fii 



COS 956 



= 0. 
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Seien A, , ... A, die Orthogonalkugeln der fünf Kugeln des ersten Systems, 
V, , ... Vi die Volumina der von den Mittelpunkten der Orthogonalkngeln 
gebildeten Tetraeder, und sei 

R,i = Ä,H;co8(Ä.Äi). 

Entwickelt man die Relation (60.), mit Hülfe der Formel (16.) nach den in 
der ersten Zeile und Colonne stehenden Elementen, so erhält man die 
Gleichung 

(62.) 2v,t>^R,i = 0. 

Da die Kugeln r, , ... r^ die Orthogonalkugeln der Kugeln A, , ... 72$ sind, 
so ist auch 

(63.) 2V,'V;.r,i = 0. 

Dividirt man die Relation (61.) durch ^+ cos (jpi,... cos 9)55 und entwickelt 
sie mit Hülfe der Formel (16.) nach den in der ersten Zeile und Colonne 
stehenden Elementen, so findet man 



(64.) 



C0B(r,/l,)C0B(r;Ä:) r,r\ 



r = 0. 



Ebenso ist 



(65.) 



COB (r,r') 



1 



^ = 0. 



Fallen die Kugeln r\, mit den Kugeln R^ zusammen, so nehmen die Formeln 
(62.) und (64.) die Gestalt an 

(66.) -2'c,nr,Ä.co8(r,Ä,) = 
und (D. p. 384) 



(67.) 2—^ . _, 
Durch Mttltiplication der beiden Determinanten 



= 0. 



1 



• • 



1 

«1 y'\ i\ kir'i-x'^—y'i 





»;*) 1 



• • • 



erhält man die Relation (D. p. 356) 

1 . 



(68.) 



11 



• • • 



1 r« 



• • • 



1 

Tu 



= -36«©'. 
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Wir dividiren die letzte Zeile (Cölonne) durch r, (ri) und wählen fiir ri 
(r«) die Centralebene der drei ersten Kugeln des ersten (zweiten) Systems. 
Ist f{f') die Fläche des von den Mittelpunkten der Kugeln des eraten (zweiten) 
Systems gebildeten Dreiecks, so ist 



lim 



= ;\A'08 (/•/"), Hmf 



hf'vmirn 



und daher (D. p. 361) 



(69.) 



1 

1 r 



11 



Jl 



• • • 



• • • 



1 

»"13 
^33 



= -4/"/" CO» (//"). 



Wir dividiren die letzte Zeile (Colomie) durch r:i(r'^). Sei l{t) die Central- 
axe der Kugeln ri und rj (ri und r^j. Wir construiren die gerade Linie, 
welche / und /' rechtwinklig schneidet, und beschreiben um einen Punkt 
derselben eine Kugel, r'^ir-i)^ welche durch die Mittelpunkte von r, und r2 
(ri und r'n) geht. Dann ist cos (/'/") = cos (//') , und wenn jener Punkt ins 
Unendliche rückt 



und daher 



(70.) 



lim / 


_i/. 







1 


1 ; 


) 1 


/•n 


rn 


- -lt'cm[lt). 


1 


rn 


/ -2'» 





§.8. 



Wenn vier Kugeln r, , ... t\ von chicr fünften r unter den Winkeln 
<Pn • • • <f* und vier andere Kugeln ri , ... K von einer fünften r unter den 
Winkeln (p'i , ... yi geschnitten werden, so ist nach Formel (60.) 

1 



cos (rr) 
1 

r 
rjCOS^i 



r' 





ricos^i 
1 



II 



... 



. • • 



• • . 



r« cos ^4 
1 



u 



= 0. 



r4C08y4 1 r4i ... ^44 I 

Diese Determinante entwickeln wir mit Hülfe der Formeln (15.), (57.), (68.) 
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und (69.) nach den in der ersten Zeile und Colonne stehenden Elementen. 
Die Seitenflächen des von den Mittelpunkten 1, 2, 3, 4 der Kugeln ri, ... r^ 
gebildeten Tetraeders r = (1234) seien 

(71.) a,-(432), a,, = (413), 03 = (421), 04 = (123), 

die zugehörigen Höhen A, , ... A4 . In dem zweiten Systeme mögen die 
analogen Grössen mit Strichen bezeichnet werden. Ferner sei {a^dj) der 
Winkel der positiven Normalen der Ebenen a^ und di und 

a, a) cos (ßn a'^ cos (A, A^ 



(72.) 



«x;. = 



9t? t?' 



Kh\ 



Dann gelangt man auf dem angedeuteten Wege zu der Formel 

-S'a^.r^cosy^ricosyl 



(73.) L. J 



= -^(rrcos(rr') + ÄÄ'cos(ßÄ')-rÄ'cos(rÄ')-Är'co8(Är')) 



oder 



(74.) -2* a^>r^ cos 9?^ r' cos yi = —RR' 





r 
H 



i 



i 



B! 



COS (rr') co8(rÄ') 
cos(fir') co8(Ä/J') 



oder endlich mit Hülfe der Gleichung (70.) 

(7o.) -Za^;r^cosy^r;COsy; = — ~r—i 



rr 



WO / die Centralaxe der Kugeln r und R und /' die der Kugeln r und Ä' 
bedeutet. 

Sind die Kugeln r und r insbesondere die Aehnlichkeitsebenen T 
und T der beiden Systeme von vier Kugeln, so ist 

(76.) ^a^.r^r, = eosTcosr ' 
wo C der von den Aehnlichkeitsebenen gebildete Winkel ist 



§.9. 
Fallen in der Formel (60.) die beiden Systeme zusammen, so erhält 
man zur Berechnung des Radius r einer Kugel, welche vier gegebene 
Kugeln r,, ... r* unter gegebenen Winkeln ^j, ... ^4 schneidet, die qua- 
dratsAche Gleichung 




240 



FrobeniuSy Anwendungen der Determinanten auf die Geometrie, 



(77.) 



1 
1 



r 

. 



r, cos (p 



I • • 



rfCOS^)« 



ricos^i 1 
r^ cos ^4 1 



11 



• • • 



• • • 



14 



44 



= 0. 



In dieser Gleichung ist der Coefficient von -r nach Formel (15.) gleich 

36©^Ä^ Das constante Glied ist, nach den Formeln (68.) und (69.) ent- 
wickelt 

36 f?^ i^a^i r„ cos (p^ r^ cos 9>;. — 1). 

Constroirt man vier mit den Kugeln r« concentrische Httlfskugeln, deren 
Radien r'„^r^co%(p^ sind, so ist dieser Ausdruck nach Formel (76.) bis auf 
den Factor 36 ü' 

^o.iKrx'-l ^--^^^ — 1 = tangT, 
wenn T die Aehnlichkeitsebene der Httlfskugeln ist Endlich ist der Coef- 



ficient von gleich 



r[ 

1 r,, 



1 r. 



41 



• • . 



• • . 



14 



44 



Wemi man in dieser Determinante die Elemente der ersten Colonne, mit 
i(fi—rx) multiplicirt, von denen der (i+l)^ön Colonne subtrahirt, so wird 
deren {x+D^^ Element 

rni-iin-r';") =-l{rl+rl-d,x)-i {rl-r';') = r^ ri cos (r^ rl). 

Daher hat die Determinante nach Formel (58.) den Werth 

— 36f? fn~'i 

wo B der Abstand des Centrums von R von der Ebene T ist. Daher 
nimmt die quadratische Gleichung (77.) die Form an (20.) 



(78.) 



i 



2B 1 



R'^+ TV — + tang^r = 0. 



Ihre Wurzeln bezeichnen wir mit r und — r'^ so dass r und / die Radien 



Frobenius, Anwendungen der Delerminanten auf die Geometrie. 241 

zweier conjagirten Schnittkugeln sind. Dauu ist 

(79.) l-i.= - '« 



r r* R* cos T' 

und 

(80.) ^ = -^. 
Aas der Determinantenform dieser Coefficienten geht hervor, dass 



nnd 



(81.) y^y = k,r, + -+k,r. 



(82.) -ip = ^Ä.ir,ri+ * 



ist, WO die Grössen k^ und k^i ungeändert bleiben, wenn die Radien r, , ... r* 
ihre Zeichen wechseln. Aus dieser Bemerkung ergeben sich fünf Relationen 
zwischen den Radien der 16 Kugeln, welche vier gegebene Kugeln unter 
gegebenen Winkeln schneiden, insbesondere vier gegebene Kugeln berühren 
(wobei die Radien der gegebenen Kugeln nicht, wie bisher stets voraus- 
gesetzt wurde, bis auf das Vorzeichen genau gegeben sind). Die eine dieser 
Relationen, die sich aus der Formel (82.) ergiebt, ist in dem Satze enthalten: 

Die Summe der redproken Producte der Retdien zweier conjugirten 
Berührungskugeln y welche eine gerade Anzahl der gegebenen Kugeln positie 
berühren, ist gleich der Summe der redproken Producte der Radien zweier 
conjugirten Berührungskugeln , welche eine ungerade Anzahl der gegebenen 
Kugeln positiv berühren. 

Durch die Mittheilung dieses Satzes wurde Herr Schubert veranlasst, 
auch die andern vier Relationen aufzusuchen, die sich aus der Formel (81.) 
ergeben. (Zeitschrift flir Math, und Phys. 1869, S. 506). Auf die einfachste 
Form gebracht, lassen sich dieselben in dem Satze zusammenfassen: 

Die Summe der redproken Radien ton vier Berührungskugeln, unter 
denen kdne zwd conjugirte sind, und ton denen zusammen jede der gegebenen 
Kugeln zwd Mal positit und zwd Mal negativ berührt wird, ist gldch der 
Summe der redproken Radien der vier conjugirten Berührungskugeln. 

§.10. 
Aus den in §. 1 ausgeführten Erörterungen und den Formeln (60.) und 
(61.) ergiebt sich der allgemeine Satz: 

Sind zwd Systeme von fünf Elementen, Punkten, Ebenen oder Kugeln, 
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gegeben und bezeichnet b^jy wenn das x^^ Element des ersten und das i^^ des 
zweiten Systems Punkte sindj das QuadrcU ihrer Entfernung^ wenn sie ein Punkt 
und eine Ebene sind, den senkrechten Abstand^ wenn ein Punkt und eine Kugel, 
die Potenz^ wenn zwei Ebenen , den negativen halben Cosinus ihres Winkels, 
wenn eine Kugel und eine Ebene, den Cosinus ihres Winkels muUipUdrt mit 
dem Rctdius, wenn zwei Kugeln, den negativen doppelten Cosinus, multiplidrt 
mit den Radien, ist femer Ä(X) = und 6^0 (^jx) gleich oder Ij je nachdem 
das x^^ Element des ersten (zweiten) Systems eine Ebene ist, oder nicht, so ist 

(83.) -2'±6.„6„...6^ = 0. 

Sind z. B. /i , ... t^ die Potenzen eines Punktes in Bezug auf vier Kugeln, 
/l , ... /i die eines andern Punktes in Bezug auf vier andere Kugeln , so 
hat man zur Berechnung des Quadrates der Entfernung d dieser beiden 
Punkte von einander die Gleichung 



(84.) 






-2 


1 


. . 1 


-2 


-2rf 


<; . 


• . »4 


1 


t, 


^11 


. . ri4 



. ■ • 



= 0. 



1 ^4 ^41 • • . r44 

Wenn von den beiden Systemen von fünf Elementen das eine nur 
Punkte und das andere nur Punkte und Ebenen enthält, so lässt sich der 
obige Satz durch Einführung einer eigenthttmlichen Art zu messen folgender- 
massen erweitem: 

Ist ein System eon fünf Punkten und ein zweites System ^on fünf 
Punkten oder Ebenen gegeben^ und ist b^i, wenn das l^^ Element des zweiten 
Systems ein Punkt ist, das Quadrat seiner Entfernung eon dem x*^ Punkte 
des ersten Systems ^ ditidirt durch das Quadrat des ihrer Verbindungstime 
parallelen Halbmessers eines festen Ellipsoids, wenn es aber eine Ebene ist, 
ihr Abstand von jenem Punkte^ dieidirt durch den Abstand der parallelen 
Berührungsebene eom Centrum des Ellipsoids, ist femer bt^ = , b^) = l und 
5„y = oder 1, je nachdem das x^^ Element des zweiten Systems eine Ebene 
ist oder nicht, so ist 

(85.) 2±ß,,,ß,,...ß^ = 0. 

Ein specieller Fall, der in diesem allgemeinen Satze nicht enthalten 
ist, ist der folgende: Sind vier Punkte und eine Ebene gegeben, und ist d^i 
das Quadrat der Entfernung des x^° vom l^^^^ dividirt durch das Quadrat 
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des ihrer Verbindungslinie parallelen Halbmessers eines festen f^Uipsoids, 
und Tig der Abstand des x^^^ Punktes von der Ebene, dividirt durch den Ab- 
stand des Oentrums jenes EUipsoids von der parallelen Bertthruugsebene, so ist 



(86.) 



1 





TT, . 


. . 714 








1 . 


1 


Tii 


1 


8ii . 


• • Öi4 



• • • 



= 0. 



7I4 1 ^41 . . . ^44 

Wenn in jedem der beiden Systeme von fünf Punkten oder Ebenen 
ein Punkt enthalten ist, so kann die Determinante sechsten Grades in der 
Relation (83.) in eine Determinante vierten Grades transformirt werden. Ist 
nämlich in zwei Systemen von vier Ebenen c^;. der Cosinus des Winkels 
zwischen der x^^^ Ebene des ersten und der k^^^ Ebene des zweiten Systems, 

so ist 

(7.) -2'+c,i...C44 = 0, 

eine Gleichung, die aus der Relation (83.) hervorgeht, indem man in beiden 
Systemen für die vier ersten Elemente Ebenen^ für das fllnfte aber eine 
Kugel wählt. Wir nehmen zu dem ersten Systeme von vier Ebenen noch 
einen Punkt P, zu dem zweiten noch einen Punkt P' hinzu. Dann kami 
man die x^ Ebene des ersten Systems durch einen Punkt P^ ersetzen, 
dessen Verbindungslinie mit P auf der Ebene senkrecht steht. Ist nämlich 
PP^=:r^, und multiplicirt man die x^^ Zeile der Determinante (7.) mit r^, 
80 wird das k^ Element dieser Zeile r^c^x oder gleich der Differenz der 
Abstände der Punkte P, und P von der a^^ü Ebene des zweiten Systems. 
Diese Ebene kann man ebenfalls durch einen Punkt P>. ersetzen, dessen 
Verbindungslinie mit F auf ihr senkrecht steht. Multiplicirt man die i*® 
Colonne der Determinante (7.) mit r'x =^P'P[, so wird das V-^ Element der 
x^^^ Zeile r^r'ic^x. Wir haben also den Satz: 

Sind zwei Systeme ton mer Elementen^ Punkten oder Ebenen, gre- 
geben, zu denen die Punjste P und P' als fünfte hinzukommen, und ist c^i, 
wenn das x^ Element des ersten und das X^^ des zweiten Ebenen sind, der 
Cosinus ihres Winkels, wenn sie Punkte P^ und P, sind, dcis Product der 
Strecken PP^ und P*Pi mit dem Cosinus ihres Winkels, wenn das eine ein 
Punkt PfciPi) und das andere eine Ebene ist, die Differenz der Abslände der 
Punkte P^ und P (P>. und F) von jener Ebene, so ist 

(87.) ^±Cn...C44 = 0. 

31* 
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§.11. 

Wir erwähnen noch einige specielle Fälle der entwickelten allge- 
meinen Sätze. Sind rfi , ... d^ die Quadrate der Entfernungen eines Punktes 
von den Ecken eines Tetraeders r und rfi , ... rfi die Quadrate der Ent- 
fernungen eines anderen Punktes von den Ecken eines anderen Tetraeders 
f?', so erhält man zur Berechnung des Quadrats der Entfernung rf dieser 
beiden Punkte von einander die Gleichung 



(88.) 
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cT« 1 d 



41 
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d^, 



= oder rf = 
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rfu 



rf« 1 rf: 



41 



rfi 
1 

du 
du 



Sind rfl , ... d^ die Quadrate der Entfernungen eines Punktes von den 
Ecken des ersten Tetraeders und /?', , . . . /?i die Abstände einer Ebene von 
den Ecken des zweiten, und ist p der Abstand des Punktes von der Ebene, 

so ist 



(89.) 



p p[ ... p'a 
10 1 ... 1 
dl 1 rf|] ... rfi4 



rf4 1 rf4l . . • rf. 



44 



= oder p = — 



1 



288ct3' 
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1 rfu . 


• • rfl« 
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1 rf.i . 


•• rf44 



Sind pi , . . . p« die Abstände einer Ebene von den Ecken des ersten 
Tetraeders nnd />; , ... />« die einer anderen Ebene von den Ecken des 
zweiten, so hat man znr Berechnung des Winkels (p, den diese beiden 
Ebenen einschliessen, die Gleichung 



(90.) 



— |cosy p[ . 
1 . 

1 rfn . 




Pi 

. 

P* 



1 rf«i . 



• P* 
. 1 

. rfl« 



. rf 



44 



= oder cosy = 



1 



144oe' 






Op[ . 


.. P* 





Ol.. 


,. 1 


Pi 


1 rfn .. 


• • rfl« 


• 


• • • < 


• • 


p* 


1 rf« . 


. . rf44 



Aus geometrischen Gründen ist klar, dass diese Relation nur von den 
Differenzen der Abstände abhängen kann. Setzt man 

bezeichnet man die Kanten (41), (42), (43) des ersten (zweiten) Tetraeders 



FrobeniuSy Anwendungen der Deferminanfen auf die Geometrie. 



245 



mit r,, r2, fj {ri^r2^r2,) und setzt 

Cxi = ^rl COS (r^ri), 
so können die eben aufgestellten Relationen transformirt werden in 



(91.) 



cos 9) qi q2 qs 

q\ Cji Cj2 Cij 

^2 Cii C22 ^3 

^3 ^31 ^32 C33 



= oder cosy = — 



1 



36cc' 



q\ q^ 

9l C\l ^12 

q^ ^21 ^22 

q^ C31 C32 



9i 
Ci3 
C23 
C33 



Mit Hülfe der in §. 8 eingeführten Bezeichnungen kann man diese 
Determinanten nach den in der ersten Zeile und Colonne stehenden Elementen 
entwickeln nnd erhält 

(92.) coB(p = Z* a^xP^Pi und coB(p = Z'',a^xq^q'x. 

(Vergl. Formel (67.\) Die zweite Relation kann man mittelst der Glei- 
chung ^B. §. 17, 2) 

aus der ersten ableiten. Mit Hülfe derselben kann man die erste auch auf 
die Foim bringen 

(93.) cos<ip = -^a.xip.-pijip^-Pi) (x<l). 

Sind in einem rechtwinkligen Coordinatensysteme x^, y^y z^ (x^, y^, a^) die 
Coordinaten der x^^^ Ecke des ersten (zweiten) Tetraeders, und lässt man 
die beiden Ebenen der Reihe nach mit den drei Coordinatenebenen zu- 
sammenfallen, so erhält man drei Gleichungen, deren erste 

2a^x{x^-xi){x^-xx) = -1 

ist. Ist daher b^^ das Product der beiden Kanten , welche in den beiden 
Tetraedern die x^^ Ecken mit den A^en verbinden, multiplicirt mit dem Co- 
sinus des von ihnen gebildeten Winkels, so erhält man durch Addition dieser 
drei Gleichungen 

(94) ^a,,6,, = -3 {x<:X). 

Sind c(23, c^i und 1^12 die Quadrate der Seiten eines Dreiecks, j9i, je?,, 
P3 die Abstände einer und pi , jvj , p'z die einer anderen Ebene von den drei 
Ecken, so hat man zur Berechnung des Winkels q> der beiden Ebenen die 
Gleichung 
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9& 







-i 


Fl 
^- 



P. 

p\ 

1 

1 

1 4a 

1 *. 



P2 

p'2 
1 

<(» 





1 





= 0. 



Aack 
■nd f. 



Reljrkm endiäli aar 



Differenzea der Abstände. Ist q, = p«— ;>} 



96u 



1 



C9Hp 


ffi 


ff» 


1 


ffi 


ff» 


»i 


Cm 


Ci2 


ff» 


c« 


Co 



= 0, 



wo Cu^^s« Cs = ^. ud wenn die Seiten des Dreiecks mit ai^^d^j 
•( = |d^. 0h = }dtt beieichnel irerden, c^, = 0201 cos (ozai) gesetzt ist Sei 
fcrwer 

wo ^»i«;? den Winkel der positiven Richtungen der Seiten a« und ai (also 
den Augenwinkel des Dreiecks) bezeichnet Dann ergiebt sich durch Ent- 
wiokeluu^ dieser Determinanten 

^91.^ vund 

( S^uiKp^i-2p,picosg> + p[,pi) = Vsin'y + F', 

wo «ur Abkttnutt^ 

1 Pi P'i 

P ^ l P2 P7 

1 Pi Py 

(IMetat ist. 

IWtniebten wir endlich drei Ebenen und zwei Punkte. Sei (p^i der 
Wtukol der *<•« und der l^^^ Ebene, p, V|i,^ der Abstand des ersten (zweiten) 
l^luktM von der «^"^^ Ebene und 4 das Quadrat der Entfernung der beiden 
l\mkte. l>ann ist 
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(98.) 






-id 


1 


Pl 


Pl 


Pz 


-id 





1 


p\ 


P'2 


/»i 


1 


1 














Pl 


Pl 





1 


COS^ii 


COS^u 


P2 


p'l 





cos 921 


1 


cosy» 


P3 


p'i 





cos tpii 


cos g)32 


1 



= 0. 



(99.) 



= 



Setzt man gM^Pn—Pn» ^0 kann man diese Gleichung auf die Form 

d qi q^ qz 

9i 1 eos<jpi2 cos 9)13 

q2 cos^ji 1 008^23 

^3 0009)31 cos 9)32 1 

bringen. Sei m der Sinus der von den Normalen der drei Ebenen ge- 
bildeten Ecke, ri, rj, r^ die Richtungen ihrer Schnittlinien, ai = sin 9)23, 
02 = sin 931, a^ = ^mcpi2 und 

a,a;i cos (r,rO 
«x^ = ^Ji , 

80 ergiebt sich durch Entwicklung dieser Determinante die Gleichung 

(100.) Sa^iq^q, = rf. 
Berlin, im Mai 1874. 
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Sur la limite du degr6 des groupes primitifs qui 
contiennent une Substitution doiinöe. 

(Par M. Camille Jordan k Paris.) 



JNous avons demontre en 1871 dans le Journal de M. Liomille le 
th^or^me suivant: 

Si an groupe primiüf G (ne contenant pas le groupe alleme) conlient 
une substituHon A, qui ne deplckce qua m lettres, le degre de G ne pourra 
depasser une certaine limite. 

Cette proposition nous paratt fondamentale dans la th^orie des sub- 
stitations; eile montre en effet que öi Ton r^partit les groupes primitifs en 
classes, d'aprfes le iiombre des lettres que ddplace celle de leurs subdtitutions 
qui en d^place le moius, cliaque ciasse ne renfermera qu'uii uombre limit^ 
de groupes. Mais la d^monstration que nous en avons donn^e dans le 
memoire cit^ a le double inconv^nient d'fitre trfes-compliqu^e et de donner 
une limite beaucoup trop ^levde. 

L'importance de cette question nous a d^termiu^ ä y revenir re- 
cemment (Bulletin de la Soci^t^ matli^matique de France, T. I). Daus ce 
nouveau memoire, ainsi que dans le prdc^dent, nous avons admis que la 
Substitution donn^e A avait pour ordre un nombre premier p. Cette hypo- 
th^se pouvait sc faiie sans nuire ä la gdn^ralit^ de la question; car une 
Substitution quelconque, ^lev^e ä une puissance convenable, donne une Sub- 
stitution d'ordre premier. 

Cela pos^, appelant q le nombre des cycles de A^ nous avons ^tabli 
le th^or^me suivant: 

2 

Si p est superieur ä t — ö^^^S^'^^'^^ ^ fi^)» ^^ degri de Gne pourra 

2 
surpasser pq+-^^q^ogq + 2q. 

Cette nouvelle limite est ddjk assez rapproch^e; mais les consid^- 
rations qui servent k F^tablir sont encore difficUes. D'ailleurs elles laissent 
enti^rement de c6t^. le cas fort important oü Ton a p'^fiq)- 

La nouvelle m^thode que nous allons exposer repose au contraire 
sur les principes les plus simples et embrasse tous les cas. Elle foomit 
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ia limite suivante: 

(oü e est ^gal k 2 si /i = 2, et k ~j si p est impair). 

Si q>lj on poorra substituer k cette limite la suivaute, plus simple, 
mais moins pr^cise 

n<Cip + q)ip + q\ogq). 

Si 9=17 la vraie limite sera p + 2^ comme nous Tavons montre 
aiUears (Balletin de la Soci^t^ Math^matique). 

Snpposons enfin que la substitation A, qai d^place m lettres, au liea 
d'dtre d'ordre premier, soit quelconque. On d^uira des r^sultats pr^c^dents 
la limite 

(4 + m)(4 + mlog^) 



4 

Analyse. 

1. Soit G un groupe primitif, contenant une Substitution A, d'ordre 
premier p, et k q eycles. 

Sioient A, A\ ... les diverses substitutions semblables k ^ et con- 
tenues dans G. Le groupe //, ddriv^ de A^ A\ ... sera content dans G 
et permutable k ses substitutions. Le groupe G 6tant suppos^ primitif , H 
sera transitif. 

2. Soit /;, le groupe d6riv6 de celles des substitutions Ay A', ... 
qui ne d^placent que les lettres, en nombre Ni^^pq^ d^jk d^plac^es par A. 
Si JTq n'est pas transitif, on pourra röpartir ses lettres en classes, en groupant 
ensemble celles que f 1, permutc entre elles. Cliaque classe sera evidemment 
formte par les lettres d'un ou plusieurs eycles de A; eile contiendra don(; 
au moins p lettres, et le nombre Äii des classes sera i^ q. Soient d'aiiieurs 
Cn la classe la plus nombreuse; le nombre if,, des lettres qu'elle contient 
sera ^p. 

3. Le groupe H ötant transitif, parmi les substitutions A, Ä, ... dont 
il est d^riv^, il en existera au moins une A^ qui permute dans ses eycles 
les lettres de la classe Q, avec d'autres lettres. Nous admettrons, pour fixer 
les id^s, qu'on puisse choisir A de teile sorte qu'elle remplace chacune 
des lettres de Qi par une lettre ^trang^re k cette classe. II sera n^cessaire 
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pour cela que chacune des lettres de Q, fignre dans left cycles de Ai^ mais 
que ces lettres ne soient en majorit^ dans ancon de ces cycles; chaque 
cycle contiendra donc au plus E^p des lettres de (^ {E^p ^tant le plus 
grand entier contenu dans ]//); et par suite le nombre total M^i des lettres 
de C„ ne pourra, dans l'hypoth^se admise, surpasser q.E\p. 

4. Cela pos6, soit F^ le groupe d^riv^ de celles des substitutions 

A, A\ ... qui ne d^placent aucune lettre autre que celles d^jk d^plac^ 

» 

par 71) et par A^. Le nombre iV, de ses lettres ne pourra surpasser 
Nii+pq—Mi). Car Ai d^pla^ant en tout pq lettres, parmi lesquelles iigurent 
les Mi) lettres de C«,, le nombre des lettres nouvelles qu'elle d^place ne pent 
d^passer pq^M^^. 

Si 1\ n'est pas transitif, on pourra r^partir ses lettres en classea 
en ^*oupant ensemble celles que ses substitutions permutent entre elles, 
Soient C^ la classe la plus nombreuse, M^ le nombre de ses lettres. On 

aura Mi^eMy)^ en posant pour abr^ger c = ^- • En effet les lettres de 

C,), ddjk permut^es entre elles par les substitutions de ^^^^ appartiennent k 
la m£me classe. Elles iigurent d'ailleurs dans les cycles de Ax , au nombre 
de E\p au plus dans chaque cycle. Le nombre des cycles qui les con- 

tiendront sera donc ^^f^^—^'t ^t ^^® cycles contiendront au moins 

eilfo lettres, lesquelles appartiendront ^videmment k la mdme classe. 

Enfin le nombre JSfi des classes dans le groupe 7^ ne pourra sur- 

passer ff(,+ 9 --* Car en passant de r„ k 7^,, le nombre des classes pourra 

sc trouver r^duit par la fusion en une seule de plusieuis des classes de r;,; mais 
il'autre part ceux des cycles de -4 1 qui seraient enti^rement form^s de lettres nou- 
vclle«, peuvent donner lieu k de nouvelles classes, en nombre au plus 6gal 

eM 

k celui de ces cycles. ür A^ contient q cycles, parmi lesquels — -^ au 

nioiiiH contiennent les lettres de Cl,. Donc, dans ITiypothfese la plus d^fti- 

vorabli), le nombre des classes pourrait se trouver accru de 9 — ^• 

o. L« groupe H ^tant transitif, Fune au moins A^ des substitutions 
A^ Ä\ ... ilout il est d^riv^ permutera dans ses cycles les lettres de C| 
Rvcr d'rtutres lettres. Si Mx'^q.E{p, ü pourra se faire que A2 remplaee 
cliHcuno iles lettres de C» par une lettre ^trang^re k cette classe. B^p^tant 
nlors les raisonnements pr^c^dents, on verra que H contient un groupe Ji, d^ 
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plagant un uombre N^ de lettres au plus ^al k Ni+pq—Mi, se groapaiit 
en classes, dont IHine contiendra M^eMi lettres, et dont le nombre Äi 

sera au plus ^gal k K^ + q— ^ -^' 

6. On continuera ainsi aussi longtemps que cela sera possible, mais 
on sera n^cessairement arret^; car les nombres ifo, ifi, üf?? • • • dont chaeun 
est au moins double du pr^c^dent, finiront par d^passer la limite q^E^p. 

Soit r^ le demier groupe obtenu, N^ le nombre de ses lettres, M^ 
celui des lettres de la plus nombreuse C^ de ses classes, K^ celui de ses 
classes; on aura 

^ j 

^(u+l)pq-p{l+e+-' + e'''')^iu+l)pq-pj^, 

7. Le groupe I], ^tant suppos^ non transitif , soient C^, D^, ... 
les diverses classes entre lesquelles se röpartissent ses lettres. Le groupe 
H ^tant transitif, parmi les substitutions Ay Ä, ... dont il est d^riv^ il en 
existera au moins une A qui permute dans ses cycles les lettres de C^ avec 
d'autres letti'es. Mais par hypoth^se, de quelque mani^re que A soit choisie, 
eile remplacera n^cessairement au moins une des lettres de C^ soit par 
elle-m£me, soit par une autre lettre de ]a m£me classe. « 

8. Cela pos^, soient aj, 02, ... les lettres de C^,- 61, 62? -.. celles 
des autres classes Z>^ ^ . . . ; c, , c, , ... les autres lettres, non d^plac^es par 
les substitutions de F^. Nous allons d^montrer que la subsMuHon A peut 
ttre dunste de teile sorte quelle remplace une des lettres a par une des 
lettres b. 

En eflfet, s'il en ^tait autrement, il faudrait, pour que le groupe H 
fftt transitif, que parmi les substitutions A, A'^ ... il en exist&t une B qui 
remplagftt l'une des lettres a, teile que Oi, par une des lettres c, teile que 
Cij une autre B^ rempla^ant Ci par une autre lettre c^ teile que C2, etc. ...; 
jusqu'k une Substitution Bt qui remplacerait c^ par une des lettres b, teile 
que 61. 

Cela pos^, la Substitution Bi remplace, par hypoth^se, Tune au moins 
des lettres a, teile que a^, par une lettre de l'espöce a; d'autre part, le groupe 

32* 
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r^ j transitif par rapport aux lettres a, contient une Substitution S qui rem- 
place a^ par Oi ; d'ailleurs S, appartenant k F^, permute les a exclusivement 
eutre eux et ne d^place pas les c ; donc la Substitution S""' B.^S=T rem- 
placera encore c^ par Ca et a^ par une lettre a, teile que a^; et la trans- 
form^e de B par T, laquelle fait ^videmment partie de la suite A, A', . . ., 
remplaeera a^ par c^. On verra de la meme mani^re que la suite A, 
A\ ... contient une Substitution qui remplace une lettre a par Cj; etc.; et 
enfin une Substitution V qui remplace une lettre a, teile que a*, par c^,. 

Or la Substitution By, remplace par hypothSse une des lettres a, teile 
que aij par une lettre a; et 1\ contient une Substitution S^ qui remplace 
ai par a^,^ en permutant exclusivement entre eux les a d'une part, les h 
d'autre pärt, et laissant les e immobiles. La Substitution 7,, transform^e 
de Äjfc par S^, remplaeera donc a^ par un a, tel que a^, et 6i*T)ar un 6, 
tel que h^; la transform^e de 1/ par T^, laquelle fait partie de la suite A^ 
A\ ... remplace a^ par 6^, et pourra 6tre prise pour A. 

9. II peut se faire que parmi les substitutions de la suite A, A\ ... 
il en existe plusieurs qui remplacent une lettre a par une lettre b. Nous 
choisirons pour A parmi les substitutions qui jouissent de cette proprio 
l'une de celles qui d^placent le moins de lettres de Fesp^ce e. Nous alloiiB 
d^montrer qu'elle n'en peut contenir plus d'une dans chacun de ses cyeles. 

10. Lemme L Aucun des cycles de A ne peut avoir deux lettres 
c conaicutiees. 

Soit en «flfet j4 = (aii/...), {CiC2,..)y ... Le groupe V^ transform^ 
de 1'^ par A ne d^place plus Cj. Sa premi^re classe est formee des lettres 
que A fait succjj^der aux a; Tune de ces lettres est bi et une autre est de 
l'esp^ce a par hypoth^se. D'ailleurs les substitutions dont il est d^riv^ 
etant les transformöes de celles de r^, lesquelles fönt partie de la suite 
A^ Ä^ ... sont ^galement contenues dans cette suite; et en r^p^tant les 
raisonnements du No. 8, on voit sans peine que parmi les substitutions de 
cette suite que contient le groupe d^riv^ de V^ et de i]i il en est une Ä 
qui remplace un a par un 6. D'ailleurs eile laisse c^ immobile; donc eile 
d^placerait moins de lettres c que 4» contrairement ä l'hypoth^se. 

11. Lemme IL CevLJt des cycles de A qui cantiennent ä la fois 
des a et des b ne peucent contenir plus dune lettre c, 

Supposons en effet que le premier cycle de Ay par esemple, contienne 
^ la fois des lettres a, des lettres b^ et plusieurs lettres c^ telles que Ci, i^, ... 
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Admettons qne Cj y snive Ci k r rangs d'intervalle. La BubBtitation A*^ est 
ftemblable k A et d^place les mSmeB lettre»; et la lettre Ci se trouvera 
snivie de Cj dans son premier cycle. 

Aucune des lettres a contenues däns ce cycle ne ponrra s'y trouver 
snivie d'une lettre b; car on pourrait d^terminer (Lemme T") une nonvelle 
Bübstitation Bemblable k A, remplafant encore iin a par un b^ maiB ne d^ 
pla^ant plus qn'nne partie des lettres Ci, c^, . . ., ce qui est contraire ä 
rhypoth^se. De mSme aacune des lettres a coutenues dans le premier 
cycle de -4*^ ne ponn-a y 6tre pr^c^d^e d'nn b; car eile se trouverait Boivie 
d'nn 6 dans la Substitution A"'', laquelle fait succ^der Ci ä Ca; et on en 
d^duirait encore, contrairement ä l'hypoth^se, une Substitution semblable k 
Aj jouissant des mSmes propri^t^s, mais d^plafant moins de lettres de Tespice c. 

II faut donc admettre ^que dans le premier cycle de A% tout a sera 
suivi d'un a ou d'un c^ et tout 6 d'un b ou d'un c. Parmi ces a il y en 
aura ^videmment un au moins, ai, qui sera suivi d'un c^ tel que c^; de meme 
Fun des 6, tel que 6i, y sera suivi d'un c, tel que c^. Supposons que bi 
soit k s rangs de distance de ai; la Substitution. ^'^'^ semblable k ^^^con- 
tiendra dans son premier cycle les deux lettres cons^cutives ai et 6| et les 
deux lettres consecutives c^, c„. Et Ton pourrait ici encore (Lelpine I) 
obtenir une Substitution analogue k A, mais ne d^plafant plus c^, ce qui 
est iuadmissible. 

Le lemme 11 'se trouve ainsi d^montrd 

12. Th^or^me. Aucun des cycle» de A ne peut contenir plus d^tme 
lettre c. 

Le premier cycle de A, qui contient k la fois des a et des b, ne 
peut contenir, comme on vient de le voir, qu'une lettre c. Supposons que 
le second cycle en contienne deux, c^ et C2. Si Co suit Ci de r rangs, ces 
deux lettres deviendront consecutives dans A''. D'ailleurs le premier cycle 
de A" contenant des a, des 6^ et un seul c, contiendra n^eessairement un 
a pr^cM^ ou suivi d'un b. Si un a y est suivi d'un b^ le raisonnement 
du lemme I"' appliqu6 k A'' montre qu'on pourra obtenir une Substitution 
analogue k A^ et ne d^plaQänt plus qu'une partie des lettres c^ ce qui est 
contraire k rhypothise. Si au contraire un a est pr^cdd^ d'un b, on arrivera 
au m6me r^sultat inadmissible en partant de la Substitution inverse A"^. 

13. Ce th^or^me 6tabli, soit Z'^^., le groupe döriv^ de Celles des sub- 
Btitutions Ay A\ ... qui ne d^placent que les lettres d^jk d^placöes par 7"^ 
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et par A. Le nombre iV^^., de ces lettres ne peut d^passer N^^ + q; car A 
ne pouvant contenir plus d'une lettre nonvelle par cycle, en contiendra tout 
au plus q. Le nombre K^^^i de classes form^es par ce» lettres sera au plus 
^al k If^—l. En effet, les lettre» nouvelle» introduites par la Substitution 
Ay se trouvant associ^es dans ses cycles avec des lettres anciennes, vien- 
dront grossir les classes form^es par ces demi^res, sans donner lieu ä an- 
cune classe nouvelle; et d'autre part, A associant dans un de ses cycles 
une lettre a ä une lettre b d'une autre classe op^rera la fusion de ces deux 
classes en une seule. 

14. En raisonnant sur le groupe f'^+, comme sur r^, on en d^- 
duira un nouveau gronpe I),^^ contenant au plus N^+2q lettres nouvelles, 
qui y formeront au plus /T^ — 2 classes. Continuant de ni£me, on arrivera 
ä un groupe final F contenant au plus iV^+{Ä^— l)y lettres, qui ne forme- 
ront plus qu'une seule classe. Ce demier groupe sera donc transitif. 

15. En se reportant aux expressions pr^c^demment donn^es pour 
N^ et ffe,, il viendra 

Soit iV'le maximum du second membre de cette in^galit^, consid^^ comme 
fonction contiime de fi. Ce nombre N sera une limite que le degie de /' 
ne saurait d^passer en aucun cas. 

On l'obtient d'ailleurs ais^ment en ^galant ä z^ro la d^riv^e de cette 
expression. II vient 

u = log. ^CP+g^C«^-*) 
et en sabstituant cette valeur 

16. Le groupe transitif F^ de degrö ^gal ou inf<6rieur k N, dont 
uous venons d'^tablir l'existence, peut 6tre primitif ou non; mais dans ce 
demier cas, qui est le plus d^favorable ä notre raisonnement, il sera im* 
possible d'opörer une r^partition des lettres de i' en syst^mes tels, que 
chacun d'eux contienne plus de q lettres. 

£n effet^ F ^tant transitif, Tune au moins A des substitutions d'ordre 
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p et k q cycles dont il est d^riv^ devra d^plarer les systöines; et si panni 
les puissances successives de A la premi^re qni ne d^place pas les systömes 
est A^^ Vordre de A sera ^videmment un multiple de g; il est d'ailleurs 
' premier et ^gal ä p ; donc p ==q, et les d^placements d'ensemble qae A 
opfere sur les systfemes formeront une Substitution d'ordre p. Donc A d^- 
place au moins p systfemes, et eomme eile ne d^place que p q lettres, chaque 
systfeme ne pourra contenir plus de q letti'es. 

17. Soit maintenant n le nombre des lettre» de G; nous avons dö- 
montr^ (Journal de Liouville 1871, th^orfeme I") que G sera au moins 
«— JV— 2gr + 3 fois transitif. Par suite cliacune de ses substitutions devra 
d^placer au moins 2(«--JV— 29 + 3) — 3 lettres (Trait^ des Substitutions 
No. 83). Mais il est d^riv^ de substitutions d'ordre p ^q cycles, dont cha- 
cune d^place pq lettres. ün aura donc 

2(iI-iV-29+3)~3 ^ pq 
d'oü 

n ^ iV+29~| + ^- 

Si dans cette expression on remplace iV par sa limite sup^rieure, 
trouv^e plus haut, on aura ce th^orfeme: 

Th^orfeme. %e degre n dun groupe primitif G ne contenant pm le 
groupe altem6^ mais contenant une Substitution dt ordre premier p et ä q cycles 
ne peut surpasser la limite 

\e itant igal d 2 «• p = 2, et ä ^. si p est impairj- 

18. La limite donn^e par ce th^orfeme est assez compliqu^e; mais 
on peut en döduire une autre beaucoup plus simple, en sacrifiant quelque 
chose de la pr^cision obtenue. 

Pour cela, nous remarquerons tout d'abord que la quantit^ e, intro- 
duite dans nos calculs, peut 6tre choisie arbitrairement, pourvu qu'elle reste 

au deasous de sa limite supörieure 2 ou _^ > On peut donc, quel que 

soit p, la supposer ^gale ä 2. Mais alors on aura 

"" ^ lege lege 

On pourra donc substitner k la limite trouv^ plus haut la suivante, qui 
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flera moins approchee 



Ol m d'miUeare 
ce qvi douaeni 

•<^qyP+q]iogq-^+p + 3q+^- 

Or 8oh d'abord f >-2. Ob aon 

Rn effet rette expreasion est negative lorsqne on donne k p et 2t ^ lenrs 
valenrs mininM 2 et 3. et si Ton fait crottre ces variables, les d^riv^ 
partielles seront toiyonrs n^ativetk 
On anra par «aite 

»<«(p+«:iogfl+p>+f)<(jp+j)(p+jiog^). 

Cette formule ;»e» eiicore vraie si f = 2. En effet, fdq=2 et p >> 2, 
notti» avott» obteutt (liulletiu de la Sooiet^ Mathematiqne T. I.) la limite 

»^Pf + 9+1: 

et }»x p^ q--2s Oll truuve ai^emont par an calcol direct la limite a^8. 
Or 008 Uniit06 öoiit evidemineiit plus re^treintes qne la pr^c^ente. 

Si 9 = 1. la fi^nuale oe^do d'^tre applicable. Mais nous avons trouv^ 
daiuK iH) oa» (Kullotin de la SoiM^te Mathematiqne) 

UK 1H)8 roaultats qiü pr^e^ent on d^doit ais^ment le th^oröme 

ittlvaiit: 

Th^or^mo: 5i m» gnmpe primUif G, ne contenant pas le grompe o/- 

fmi«», rmffffmt m$e 9ub$Hh$tian A qui ne deplace que m letlre$, sam degri n 

(4 + iii)(4 + mlogl m) 
4 

Kii effut, uu ölevant A k one paiasance convenable, on en d^dnira 
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une Substitution B d'ordre premier p, d^pla9ant tout ou partie des lettres 
de A. Soit q le nombre de ses cycles; on aura 



P9 <Z^' 
On aura d'autre part (No. 18) 



Si 9 >> 2, le maximum de cette expression s'obtiendra ^videmment en suppo- 
sant q aussi grand que possible. Mais p est au moins ^gal ä 2. D faudra 
donc poser /^ = 2, q= Im, d'oü 

(4 + m)(4 + mlog^m) 



Si Ton avait 9 = 2, le maximum s'obtiendrait en posant p = im. On ob- 
tiendrait ainsi 

(m+4)(m+41og2) 



4 ' 

mais cette nouvelle limite est ^gale ä la pr^c^ente lorsque m a sa valeur 
minimum 4*), et inf^rieure si fii>>4: on peut donc la rejeter. 

Si Ton avait q==^l^ B itsut simplement circulaire, on aurait pour limite 

«^p + 2 <r «1+3 

qu'on peut ^galement rejeter, comme ^tant au dössous de la pr^c^ente. 

20. Soit E^^m) le plus grand entier contenu dans ^m. II existe 
un groupe primitif G de degr^ E{^m).{2E({m)+l) contenant une Substi- 
tution d'ordre 2, k E{-^m) cycles. C'est Ik, selon tonte apparence, la v^ri- 
table limite de n. 



Observation. M. Netto a publik dans ce Journal, T. 78, un me- 
moire sur les groupes compos^s, oü il ^tabUt, par des ddmonstrations un 
peu diff^rentes des nötres, mais reposant sur les m6mes principes, quelques- 
uns des th^or^mes fondamentaux de notre Trait^ des Substitutions. Nous 
y lisons, au sujet d'une de ces propositions (la constance des facteurs de 
composition) la phrase suivante (page 84): 

„La d^monstration que M. Jordan donne de ce th^or^me n'est pas 
süffisante. M. Jordan introduit, §. 58 de son Trait^, des syst^mes de sub- 
stitutions hyhyk„ et les traite comme des groupes, sans avoir ddmontr^ qu'ils 
poss^dent cette propri^t^." 



*) On sait qae si m ötait <4, Gf contiendrait nöcessairement ie groupe alternö. 
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C'est \kj Bi nouft ne nons trompons, le seul Mt que M. Netto ait 
encore invoqn^ k l'appai de son assertion d^jk andeime (Fortschritte dec 
Mathematik 1871), qu'il y a dans notre Trait^ ,,inamte lacnne ä combler, 
mainte longueur ä ^Carter, mamte d^monstration k rectifier/^ Get exemple 
est d'aillenrs loin d'Stre conclnant; car M. Netto anrait pn remarqner qail 
est imm^diatement Evident que les substitntions h^h^k^y communes anx 
deux groupes 

^= 9^^yf^*Y'K ßt H = ißhyhykfn 

doivent fonner un groupe. 

Nous ne saurious d'aillenrs avoir la pr^tention de u'avoir laiss^ se glisser 
aucune inexactitude dans un ouvrage aussi ^tendu que le nötre, et qui traite un 
sujet nouveau et difficile; mais nous sommes persuad^ qu'elles y sont en 
petit nombre. Nous en avons reconnu deux, que nous nous sommes enipressä 
de rectifier; et nous saurions beaucoup de gr^ aux g^om^tres qui pourraient 
nous en indiquer de nouvelles. 

Paris, le 20 septembre 1874. 
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lieber eine veränderte Form der Bedingung för die 

Integrirbarkeit der Functionen. 

(Von Herrn Paul du Bois^Reymond in Tübingen.) 



Im Art II meines Aufsatzes: Versuch einer Clmsifioation der wUl-^ 
Inirliehen Funclione» etc. (dieser Band, pag. 21) habe ich versucht den der 
Theorie der bestimmten Integrale zu Grunde zu legenden Begriff scharf zu 
kennzeichnen. Ich ftlhle indessen, dass die Art, wie das Criterium der 
Integrirbarkeit formulirt wurde, etwas zu wtUischen übrig lässt. 

Es seien a und 6 constant, femer sei 6— a = (Ji + (J2H l-cJ», und 

Op sei die grösste positiv genommene Werthdifferenz der Function f{x) im 
Intervall (Tp, so ist — heisst es a. a. O. — die Function f(x) im Intervall 
(a...6) integrirbar, wenn der lim^«(<^i<'i + ^2ö^2 + "-+<J»0 = ist. Hier 
kann aber bemängelt werden, dass nicht deutlich gesagt Jst, ob unter dem 
Intervalle Jp verstanden ist: 

a+^, + ^2 + '- + ^p-i^x<Ca + 9, + d,+ '"-\-d^ 
oder 

oder 

+ ^1 + ^2+'" •¥(fp.i'-^x^a+di+d2+-* + ^p 

oder endlich, ob die drei Annahmen auf Eins hinauslaufen, ja ob der Spiel- 
raum des Arguments von f{x) , aus welchem die Differenz a geschöpft wird, 
nicht noch erweitert werden kann, ohne dass von der Function f{x) mehr 
wie die Integrirbarkeit verlangt wird. Diese Lttcke wird durch folgenden 
Satz ausgeflillt: 

Es sei vorgelegt irgend eine Eintheilung in Intenxüle 

und dM Gesetz, nach welchem bei unbegrensiter Vermehrung der ^ sie scMiess- 
Uch alle verschwinden. Femer sei a^ die grösste positiv genommene Werth- 
differenz von f{x) im Intervall 

Weiter sei 

6-a = S', + S'2 + "*+&, 

33* 
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irgend eine andere Zerlegung ton b — a in Intervalle, und es werde unter a'^ 
die grösste positiv genommene Werthdifferenz von f[x) im Intervall: 

a+(y;+-.-+cJ;-i-4<a:<a+(r,+-.+(j;+4' 

verslanden, wo ^^ und J*^ irgend Grössen vorstellen, die mit d^ zugleich ver- 
schwinden: alsdann behaupte ich, dass \imn^o^'^^p<fp ^^^chwinden muss, wetm 
lim„,=^ -S'cJ^ Op = ist. Dm Umgekehrte ist a fortiori der Fall. 

Beweis. Wir behalten die Voraussetzungen und Bezeichnungen des 
Satzes bei^ und nehmen n soviel grösser als m an, dass das grösste unter 
den d' beliebig viel kleiner als das kleinste unter den J sei. Ferner 
setzen wir: 

Xj, = a + t^i + c^iH [-^py 

Xr^ = a + d'i + &^ + *'^ + Ö'r^, 

Hierin bestimmen wir r^ und Sp so, dass 

und dass xl , x, resp. die kleinste und die grösste Grösse ihrer Gattung 

ist, die den vorstehenden Ungleichheiten gentigen. Falls n hinreichend gross 
ist, wird das Intervall 

(xl^^x^x^) 
und a fortiori dieses: 

(Xr < x < OJ, ) 

dem Intervall f ar^^i ^ a? < ar^) angehören, und durch fernere Vergrösserung 
von n werden die Unterschiede: 

^P^^Sp9 ^rp"^^p-l 

beliebig klein gemacht werden können. 

Wir wollen noch mit t„, t^, t^ bezeichnen die Intervalle : 

Tp = Xr^ -^a, . 

't«, = b — X, • 
und können nach diesen Vorbereitungen unseren Beweis führen, wie folgt: 
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Zunächst ist jedenfalls: 

da keine der Grössen a^ . . . a^ > a^ sein kann, indem a^ die grösste Diffe- 
renz der Werthe f{x) im Intervall o?^., ^xk^x^ ist, und die aj.^. . . & grösste 
Differenzen von f{x) in Theilen dieses Intervalls vorstellen. Wegen 

können wir setzen: 

wo a^ eine endlich bleibende Grösse. Somit haben wir die Umformnng: 

Die erste Summe rechts, die nach dem Vorigen 

ist, wird Null, wenn m unendlich wird; die zweite Summe: 

p=m p'=m 

£t^Op = [o\£rp 

kann, indem n beliebig viel grösser als m angenommen wird, beliebig klein 
gemacht werden. Nichts hindert uns z. B. n so gross anzunehmen, dass 
das grösste unter den 

sei Dann ist aber auch 

und wegen der Endlichkeit von [a] verschwindet mit wachsendem m auch 
die zweite Summe in obiger Umformung. Also ist in der That 



^^^ m» 






Q. E. D. 



lim„=, ^" cj; (t; = 0. 

p=\ 



Der Nutzen dieses Satzes besteht besonders darin, dass man grösseren 
Spielraum gewinnt für die Intervalle, aus denen die Werthdifferenzen o der 
Function f{x) geschöpft werden, ohne dass man dabei befürchten mtlsste, 
von der Function f{x) mehr wie die Integrirbarkeit zu verlangen. 
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Die neue Form der Bedingung der Integrirbarkeit ist somit: 
Im Intervall a...b i»t die Fundion f{x) hUegrirbar, wenn^ unter a^ die 
graute Differenz der Functionalwerthe f{x) im Intervall 

verstanden, wo Jp, J^ mit J^ Null werden, die Summe 

die Null zur Grenze hat, sobald alle S in 

b — a = (Ji + <^2H \r^n 

verschwinden. 

Tübingen im October 1874. 



263 



Ueber den Werth einiger Integrale. 

(Von Herrn Stern in GOttingen.) 

t 

Man kann dem Verfahren, dessen ich mich in der Notiz „über den 
Werth einiger Integrale" (Bd. 78, p. 340 flF. dieses Journals) bedient habe, 
noch eine allgemeinere Gnindlage geben, indem man u^tpxf'x—ip'xfx 
setzt, wo ipx und fx beliebige Functionen von x bedeuten, und sucht, 

wie (px beschaffen sein muss, damit die Integration von ^^^ Bach diesem 

Verfahren ausführbar ist. Hier ist du = {tpxf''x--yj"xfx)dx, also das Integral 

/[ (pxdu ^ fpx 1 /*! ,/ fx^ \ 

(%ffxP'X'—i//*xfx)u* "~ "" ipxf'X'-xff"xfx'~ir J ^ \%fßxf''X'-fp''xfxy 

Soll das erwähnte Verfahren anwendbar sein, so muss 
{tpxf''x-tp''xfx)(p'x—(px{yjxf'''x+y;'xf"x--\p"xf'x—yj'''xfx) = k^rpxf'x—^'xfx) 
sein. Man setze tf/''x ^yfx.xx, dann geht diese Gleichung in 

^x{f'x-x^fx)ip'x-(px^x{f*"x-X^t^-X*^f^yH>^y^'^ = k(tpxfx-yß'xfx) 

über. Diese letztere Gleichung zerlege man so, dass 

(r^-x^fx)g>'x-q>x(/^''x-x^r^'-x'^f^) = *r«f 



woraus 



^x = fx{rx^xxfx) = ^irxtpx" ip"xfx) 

folgt. Nun ist du = {f"x\frx'-tp"xfx)dx, demnach 

/ fx{f'x\px—\p^xfx) . _ ^IfL.2 L /* ^ , 
xffx.u* "^ ipx u J (fpxy 

Das Gelingen der vollständigen Integration hängt also nur davon ab, dass 

/dx 
TTjTY a^sftlhibar ist. 

Die in der erwähnten Notiz betrachteten Integrale sind douselne Fälle 
dieser Art, bei welchen yjx=^x oder =ax+b. Die Integration wäre also z. B. 
auch ausführbar für tpx =&'''; nähme man zugleich fx=^%mx, so ergäbe sich 

/ 8iii*a;<fcc _ 1 1 / sina; \\ 

e^"«(cosa:— msina?)* "" i-f iii'*?^\C08x— msiii« 2iii/' 
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also 

71 



J e^"*»(C08a:— msina?)' "" 2iii(i + iii*)j 'JIIl' m— 1 j' 

ebenso wenn fx = cosx 

/t09^*xdx ___ i _i_r_i cosa; 1 



und 



n 



e'»«(8ma? + mco8aj)' "" 2m(l + m') 1 ^'l + iii j 



Setzt man u = Fx{tpxf' x — ip' xfx)^ so folgt 

du 



dx = 



tl;xQFxrx + Fxrx)-'fxiFxxtj"x+Fxfl/x^ ' 

istnunFflPV^"a:+F'a:V^'a; = 0, also Fx = —,- und mithin u^ ' ^ ^ aoiat 

^^ "" fpx^Fxrx + f'xPx)' 

Setzt man daher q>x=: fx(Fxf"x+fxFx)^ so folgt 

/ ya?fc _ /7^ dti /"a? 1 P^xdx Lfj^^-i-ll 
u* ""*/ t/za? m' "* V^a? * ti V (V»)* ~ V^a? L t« J * 

Der Gleichung Fx = --r- ^^d z. B. genügt, wenn man Fx=^x und V'a:=logx 

wr a? 

setzt, dann ist u^xlogxf'x—fx und demnach 

/fx(rx + xf"x)dx fx i i xlogxrx 

(x\ogxfx--fxy loga? xlogxf'x — fx logx loga?(/ap— «log«^«) 

Es ergiebt sich daher für /'a; = sina; 



/sinar 
7«k 



(co8a?-'a;8iDa;)(ia; _ 



(xlogoßcosx— sinx)* tgx—xloga? ' 

ebenso für /o? = coso? 

/C08a;(8ina;-)-a;C08a;)da? _ — a? 

(a?loga;8ina; + co8äß)* "" ootgop+^log« 

Göttingen, 30. Juni 1874. 
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Zur Theorie der Potentialflächen unter besonderer 
Kücksicht auf Körper, die von Flächen der zweiten 

Ordnung begrenzt sind. 

(Von Herrn W. StaM in Aachen.) 



iJie einwerthigen Functionen V dreier orthogonaler Coordinaten x, 
y, z, welche Potentiale von Massen darstellen, die sämmtlich sich im End- 
lichen befinden, sind vollständig definirt durch die bekannten DtricA/efschen 
Bedingungen. Man spricht dabei ausdrücklich nur von einwerthigen Po- 
tentialen, obgleich die Functionen, welchen sie angehören, recht wohl mehr- 
werthig sein können und nur durch das beschränkte Gebiet, welches man 
ihnen zuertheilt, ebiwerthig gemacht worden sind. Man kann wohl sagen, 
dass die meisten Potentialfunctionen diese Mehrwerthigkeit besitzen, und eft 
ist leicht, dies bei Flächenpotentialen einzusehen, wenn man eine Fort- 
setzung der Function durch die mit Masse belegte Fläche, unbeschadet der 
Stetigkeit der Ableitungen betrachtet. Diese Fortsetzung kann bei vielen 
Flächen, die mit Masse belegt sind, sofort angegeben werden. 

Man wird femer einsehen, dass die Potentialfiinction V nur dann eine 
einheitliche Function darstellen kann, sobald die Massendichtigkeit eine 
solche ist, dass man also insbesondere das äussere und innere Potential eines 
mit Masse erfüllten Raumtheiles als zwei getremite Functionen betrachten 
muss. Dies führt aber darauf zu untersuchen : in welcher Art ist das Ver- 
halten der äusseren Potentialfunction für innere Punkte, wie ist das Unend- 
lichwerden an Punkten und längs Linien, die Mehrwerthigkeit und die Grenze, 
über welche die Function eine Fortsetzung nicht zulässt beschaffen? Dieses 
Verhalten, insbesondere die Mehrwerthigkeit der Function, die Differenz, 
um welche sich die Zweige derselben von einander unterscheiden, die Art 
der Verzweigung selbst, liefern das charakteristische Merkmal der Function 
viel besser, als die Angabe der Massenvertheilung, welche für die Function 
als solche betrachtet nur Bedeutung für äussere Punkte hat. 

Wie nun die Mehrwerthigkeit einer Function, die auf oben ange- 
gebene Weise aus dem Flächenpotential entsteht, vernichtet wird dadurch, 
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dass man einen Durchgang durch die mit Masse belegte Fläche verhindert, 
so lassen sich in vielen Fällen auch im Inneren eines mit Masse erfllUten 
Körpers Flächen angeben, welche die Mehrwerthigkeit der äusseren Poteutial- 
fnnction aufzuheben im Stande sind. Insbesondere kann man hierzu solche 
Flächen wählen, welche die Eigenschaft besitzen, dass längs derselben zwei 
Zweige der Function dieselben Werthe annehmen. Diese Flächen haben 
dann dasselbe Verhalten zu der Function, wie eine mit Masse belegte Fläche 
zu dem betreffenden Flächenpotential. Es soll im Folgenden gezeigt werden, 
dass unter der Voraussetzung, dass keine Grenzflächen der Function existiren 
und ihr Verhalten beim Unendlich werden an Punkten und Linien gewissen 
Bedingungen genügt, in der That Flächen und etwaige Punkte und Linien 
so mit Masse belegt werden können, dass ihr Potential für ausserhalb des 
Körpers befindliche Punkte identisch ist mit dem Potential der den Körper 
erfüllenden Masse. Wir wollen die Bedingung hmzusetzen, dass die frag- 
liche Fläche ungeschlossen sein soll; denn da nach einem GaustiRchen 
Satze jede geschlossene Fläche, welche Massen einsehliesst, so mit Masse 
belegt werden kann, dass das Potential fUr äussere Punkte gleich ist dem 
Potential der eingeschlossenen Masse, so würde sonst eine eindeutige Be- 
stimmung der Fläche nicht möglich sein. Flächen, welche diesen Bedin- 
gungen genügen, sollen Poteniialflächen des bezüglichen Körpers heissen; 
es wird die Aufgabe dieser Arbeit sein, anzugeben, wie zur Construction 
derselben zu verfahien ist. Wir wollen uns auf den Fall beschränken, in 
welchem die Masse mit constanter Dichte das Innere des Körpers erftillt, 
und dann speciell dazu übergehen, die Construction der Flächen anzugeben 
unter der Voraussetzung, dass der Körper von beliebigen Flächen zweiter 
Ordnung begrenzt sei. Einige Beispiele dieser Art habe ich bereits früher 
untersucht*). Ich will noch bemerken, dass ich stets den Namen ,,Po- 
tentialfnnction^^ gebrauchen werde, wenn die Function an sich ins Auge ge- 
fasst wird und nui' dann vom Polential spreche, wenn ich einen Zweig der 
Function betrachte, der im Stande ist, das Potential von Massen darzustellen. 
Die Gelegenheit kann ich nicht vorübergehen lassen, ohne Herrn Weier$tra$$ 
meinen Dank auszusprechen sowohl für die Anregung, die er zu dieser und 
der oben genannten Arbeit gegeben, als auch für das Interesse, welches er 
an letzterer genommen hat. 



^) Ueber die Reduction von Körperpotentialen auf Flächenpotentiale (Darmstadt 1870). 
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I. 

Da die Potentialfunction, die wir zu betrachten haben, zunächst nur 
definirt ist für Punkte ausserhalb der betrachteten Masse , so handelt es sich 
darum, ein Mittel zu finden, das geeignet ist, die durch die Oberfläche fort- 
gesetzte äussere Potentialfunction zu ermitteln. 

Es ist bekannt, dass das Potential V einer Masse für einen äusseren 
Punkt der Differentialgleichung: 

genügt und ausserdem eine analytische Function ist, d. h. nach ganzen Po- 
tenzen der Grössen (x — a)^ (^y — *^ (« — ^)i wenn a, 6, c die Coordinaten 
eines festen Punktes, x, y, s die Coordinaten eines beweglichen in der Nähe 
des ersten sich befindenden Punktes sind, entwickelt werden kann. Eine 
solche Potenzreihe G (x, y, » | o, 6, c) heisst nach Herrn Wderstrass ein 
Functionselement und hat die Eigenschaft, dass durch einfache lineare Trans- 
formation aus ihm ein zweites Element G{x, y^ 2|ai, 6|, cj hergeleitet werden 
kann, wenn der Punkt o, , 6, , c, sich innerhalb des Convergenzbereiches des 
ersten Elementes befindet; aus diesem zweiten lässt sich in derselben Weise 
ein drittes Element herleiten und so fort. Die Gesammtheit der so er- 
haltenen Potenzreihen hat die Eigenschaft, dass aus jeder einzelnen jede 
andere auf die beschriebene Weise ableitbar ist, und bildet deshalb ein ab- 
geschlossenes System, durch welches eine analytische Function, soweit sie 
sich regulär verhält, vollständig dargestellt wird. Hat man also zwei 
Functionen, deren Identität festgestellt werden soll, so muss man im Stande 
sein unter Zugrundelegung eines einzigen Functionselementes beide Functionen 
darzustellen. Selbstverständlich folgt hieraus, dass, wenn eine dieser Functionen 
einer bestimmten Differentialgleichung Genüge leistet, die andere Function 
dieselbe Differentialgleichung befriedigt. 

Nachdem wir dies vorausgeschickt haben, wollen wir folgenden wich- 
tigen Satz beweisen: 

Zwei Functionen Vi und V2 seien bekannt innerhalb zweier Raum- 
theile Tj resp. T2, sie seien daselbst nebst ihren ersten Ableitungen allent- 
halben einwerthig, stetig und endlich ; ausserdem sollen sie den Differential-, 
gleichungen JVi = und ^^ F2 = genügen. 

Die Räume Ti und T. sollen mit einer Fläche F an einander stossen, 
längs welcher F, und V2 dieselben endlichen Werthe, die Ableitungen dieser 
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Functionen aber nach der in das Innere der bezüglichen Räume errichteten 
Normalen gleiche entgegengesetzte annehmen. Unter diesen Voraassetznngen 
hat jede der Functionen Fi und F^ eine Fortsetzung durch die angegebene 
Fläche; die aus Vi hergeleitete Function geht in V2 und umgekehrt Über, 
oder Vi und V2 gehören einer und derselben Function V an. 

Beweis. Man kann Fi und V2 darstellen als Integrale, die Über 
die Begrenzungen der Räume Ti und T2 ausgedehnt sind. Innerhalb Tg 
nehme man einen beliebigen Punkt an, dessen Coordinaten x»^ yo, ^ 
seien, und bezeichne mit r die Entfernung desselben von irgend einem an- 
deren Punkt (x,y^%)] alsdann bilde man das dreifache Integral: 

* JV^dxdydi ^ 



///-. 



erstreckt Über den ganzen Raum Tj ; durch bekannte Umformung findet man 
hieraus, wenn Vi der Werth von Fi für den Punkt ist: 




^-ny*„ 



wobei dvt das Oberflächenelement der Begrenzung von T^ bedeutet, pi aber 
die in das Innere dieses Raumes auf die Begrenzung errichtete Normale; 
die Integration ist zu erstrecken über die ganze Begrenzung von T^. Be- 
zeichnet man mit F, die Fläche, welche F zu der vollständigen Begrenzung 
ergänzt, so kann man auch schreiben: 

wobei das erste Integral über F^ das zweite nur über F auszudehnen ist 
Nimmt man an, der Punkt liege innerhalb des Raumes T2 , so kann 
man bilden: 



^ =/(i 





4-71 V^' = I I — -^ — V- 

^'^^^ J \r dp, ^' dp, /"'''' ^ \r dp, ''dp, 

wenn Fj die Fläche ist, welche F ergänzt zu der vollständigen Begrenzung 
des Raumes T^. 

Bildet man nun aber: 



fff^JV2dxdydi = 
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unter der Voranssetzung, dass der Punkt innerhalb T^ sich befinde, er- 
streckt ttber den Baum T,, so folgt: 







=/(rt-''-iK 



Wir können diese Gleichung aber schreiben: 

-/(fi^-4V=/(T^-4)*- 

Bedenkt man, dass nach unserer Annahme längs der Fläche F folgende 

Bedingungen bestehen: 

1 1 

so findet man 



liegt dagegen der Punkt in Ts, so findet man gleicher Art: 




h4K=/fe^ 



i dV. ,. ^ r I . i l i dV. y^ 




r dp, ^ dp, f %J \r dp^ dp 

Definirt man nun eine dritte Fijnction V innerhalb des Gebietes T, welches 
zusammengesetzt sei aus T, und T^ durch das Integral: 

so ist nach dem Vorhergehenden leicht einzusehen, dass V innerhalb des 
Raumes 7i mit Fi, innerhalb T2 aber mit V^ Übereinstimmt Femer kann 
man zeigen, dass V innerhalb des Raumes T allenthalben den Charakter 
einer einwerthigen analytischen Function besitzt, der dann auch den 
Functionen Vi und V^ zukommen muss. In der Nähe von nehme man 
einen Punkt mit den Coordinaten x'y'z* an, seien femer o^ys die Coordinaten 

des Flächenelements rf©, oder rf©2i so können — und -^ — oder -5 — ent- 

r dp, dp, 

wickelt werden nach ganzen positiven Potenzen der Grössen: (x'-^Xo)^ 
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(y'— y }, (ä'— a,,}; die auftretenden Coefiieienten sind unabhängig Ton x\ y\ h\ 
Nach einem Satze der Integralrechnung darf nun, so lange a^dj^o^i in mess- 
barer Entfernung von der Grenze von T bleibt, in obigem Ausdruck die 
Folge der Operationen der Reihensummation und der Integration vertauscht 
werden, wodurch flir F ein Functionselement hergestellt ist, welches jeden 
Falls einen bestimmten Convergenzbereich besitzt Auf der Grenze dieses 
Bereiches kann ebenfalls ein Punkt angenommen werden, für welchen in 
derselben Weise ein Functionselement hergeleitet wird; diese beiden 
Elemente werden dann innerhalb des Raumes, der ihren Convergenzbereichen 
gemeinschaftlich ist, stets denselben Werth von Y liefern vennöge des obigen 
Integralausdruckes, wodurch die Fortsetzbarkeit von Y vermittelst eines ein- 
zigen Elements innerhalb des ganzen Raumes T bewiesen ist, und damit 
auch unser Hauptsatz. 

Betrachtet man die Potentialfunction, welcher ein Flächenpotential 
angehört, so muss, wenn die Function durch die mit Masse belegte Fläche, 
die wir als ungeschlossen annehmen wollen, fortsetzbar ist, noöiwendig eine 
Mehrwerthigkeit der Function eintreten. Bildet man die Differenz zwischen 
dem Potential und der durch die Fläche fortgesetzten Potentialfunction, so 
wird diese Differenz gleich Null gesetzt die Gleichung der mit Masse be- 
legten Fläche darstellen. Diese Fläche hat also die fllr unsere Function 
charakteristische Eigenschaft, Doppelßäche derselben zu sein, längs welcher 
zwei oder mehrere Zweige der Function Übereinstimmen; ein Zweig stellt 
das Potential der die Fläche erfllUenden Masse dar. 

Wir wollen als Beispiel eine Masse beti'achten, die mit constanter 
Dichte k über einen Theil einer Kugelfläche verbreitet ist. Ist M die 
Masse, die mit derselben Dichte über die ganze Kugelfläche verbreitet ist, 
R der Radius der Kugel, r die Entfernung eines beliebigen Punktes von 
dem Centrum, so findet man unter Berücksichtigung der für die Fortsetzung 
der Potentialfunction nöthigen Bedingungen als Differenz zweier zusammen- 
hängender Zweige der mehrwerthigen Potentialftinction den Werth: M\^ ^^ )• 

Wird R gleich unendlich, oder ist ein Theil der Ebene mit Masse von con- 
stanter Dichte k bedeckt, so ist die Differenz zweier zusammenhängender 
Zweige der bezüglichen Potentialftinction gleich: ^nkh, wenn h der Ab- 
stand eines Punktes von der Ebene ist. 

Ganz in ähnlicher Weise kann man die Differenz zweier Zweige 
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einer Potentialfuliction herleiten unter Zugrundelegung eines Theiles einer 
gesehlosdenen Fläche, auf welche Massen so verbreitet sind, dass das Po- 
tential für äussere Punkte gleich ist dem Potential von Massen, welche 
ganz im Inneren der Fläche liegen und nicht bis zu derselben hervorragen. 

IL 

Wir wenden uns wieder zur Betrachtung eines mit Masse von der 
Dichtigkeit Eins erftillten Körpers und wollen die eventuelle Fortsetzung 
des äusseren Potentials in das Innere untersuchen. Die Singularitäten dieser 
Fortsetzung werden uns für die Construction der Potentialfläche Anhalts- 
punkte liefern. Anstatt nun die Fortsetzung des äusseren Potentials selbst 
zu untersuchen, betrachten wir die Differenz der Fortsetzung weniger dem 
Potential des Körpers für denselben inneren Punkt. Da die letztere Function 
im Inneren keine Singularitäten besitzt, so hat diese Differenz dieselben 
Singularitäten, wie die Fortsetzung des äusseren Potentials. 

Es sei nun Fi das Potential des Körpers für den betrachteten inneren 
Punkt, F« die Fortsetzung des äusseren Potentials auf irgend welchem Wege 
nach demselben inneren Punkt, so ist die Differenz: 

(1.) t^= v^^v. 

Es ist aber: 

an der Oberfläche ist: 

^^^ ^'' dp "" cp ' dp' ~ dp' ^* • 

Es folgen hieraus die Bedingungen für V: 

. ew d'u dw _ . 

b) an der Oberfläche des Körpers ist : ü = und -^ = 0. 

Femer ist an der Obei-fläche -^-ir = ^ ; diese Beziehung ist keine noth- 

wendige Bedingung, sondern Folge der beiden ersten. 

Umgekehrt lässt sich V diesen Bedingungen gemäss bestimmen, so 
muss nach dem Satze des Artikels I V+Vi die Fortsetzung der äusseren 
Potentialfunction in das Innere sein. Zugleich ist ersichtlich, dass U nur 
abhängig ist von dem Wege, auf welchem die äussere Potentialfunction 
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fortgesetzt wurde, al&o von den analytischen Eigenschaften der durchs 
schnittenen Begrenzungsflächen , nicht aber von der Begrenzung dieses 
Theiles der Oberfläche selbst oder der Art, wie der Körper von anderen 
Flächen ansserdem begrenzt wird. Herr Brune hat die Existenz der Function 
U bewiesen unter der Voraussetzung, dass die Oberfläche des Körpers in 
Theile zerlegt werden kann, von denen jeder durch eine analytische Glei- 
chung zwischen den Coordinaten eines beliebigen Punktes desselben defi- 
nirbar ist *). Ganz analog dem soeben citirten Beweise lässt sich folgender 
Satz beweisen, den ich hier nur anführen will: 

Es ist stets möglich eine analytische Function V zu bestimmen, welche 
folgende Eigenschaften faal: 

1. Es soll V der Differentialgleichung genttgen : JV=^0. 

2. V soll verschwinden längs einer Fläche, die einem analytischen 
Gesetze unterworfen ist. 

3. Die Ableitungen der Function nach den Normalen dieser Fläche 
sollen daselbst bestimmte endliche Werthe annehmen, welche eben&Us durch 
ein analytisches Gesetz dai*stellbar sind. 

Dieser Satz lehrt uns, dass die Grenzflächen, über welche hinaus V 
nicht mehr fortsetzbar ist, so beschaffen sind, dass sie entweder nirgends 
den Charakter einer algebraischen Fläche besitzen, oder dass die Ablei- 
tungen von V nach den Normalen dieser Fläche nicht mehr durch ein ana- 
lytisches Gesetz längs dieser Grenzfläche darstellbar sind. 

Es soll zunächst gezeigt werden, dass U im Inneren Singularitäten 
besitzen muss, also U nebst seinen ersten Ableitungen nicht im ganzen 
Inneren einwerthig, stetig und endlich bleiben kann. Angenommen U sei 
nebst seinen ersten Ableitungen im Inneren einwerthig, stetig und endlich, 
so kann man bilden: 

Beide Integrationen sind zu erstrecken über das ganze Innere des Körpers. 
Durch bekannte Umformung folgt hieraus: 

wobei dv das Oberflächenelement, p die nach Innen gerichtete Normale ist, 

^) De proprietate quadam fanctionis potentialis corporum homogeneorom. BerUn, 
I87I. 
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die Integration ist zu erstrecken über die ganze Oberfläche, / ist der Inhalt 

du 

des Körpers. Da an der Oberfläche stets -^- = ist, so kann diese Glei- 
chung nicht erfüllt werden, und die Annahme, U besitze im Inneren keine 
Singularitäten, ist nicht zulässig. 

Es muss also U oder eine seiner Ableitungen im Inneren des Kör- 
pers gegen die Stetigkeitsbedingungen Verstössen. Dieses Verstössen kann 
darin bestehen, dass: 

1. Grenzflächen existiren, über welche hinaus eine Fortsetzung von 
U nicht möglich ist, 

2. U eine mehrwerthige Function ist, 

3. U an Punkten oder längs Linien unendlich gross wird. 

Im Allgemeinen können die drei Fälle gleichzeitig eintreten ; wir wollen 
jedoch hier den ersten Fall ausser Acht lassen und annehmen, blos die beiden 
letzten Fälle würden stattfinden. Das Unendlichwerden an Punkten wollen 

wir in der Art annehmen, dass r^ -^ , wenn r die Entfernung des betreflfen- 

dcn Punktes von ii'gend einem andern Punkte ist, mit abnehmendem r einer 
bestimmten endlichen Grenze sic^h nähert. Das Unendlichwerden längs 

Linien sei der Art, dass ^ -g , wenn r der senkrechte Abstand eines in der 

Nähe gelegenen I*unktes von dieser Linie ist, mit abnehmendem r einer be- 
stimmten endlichen Grenze sich nähert. Diese beiden Fälle allein werden bei 
den Körpern, die wir speciell betrachten wollen, eintreten. Wird U im 
Inneren in anderer Weise unendlich, so ist ein Reduciren der Masse auf Punkte 
und Linien nicht möglich; ich verweise darüber auf die ausführliche Ab- 
handlung des HeiTn Christo ff el^). 

Die Mehrwerthigkeit von U kann eintreten durch eine Umkreisung 
euier geschlossenen Linie, die entweder ganz im Inneren liegen kann, oder 
auch auf der Obei-fläche sich befindet. Damit wirklich eine solche Mehr- 
werthigkeit existirt, ist es nöthig, dass diese Linie geschlossen ist, oder, 
wenn deren mehrere vorhanden sind, die Gesammtheit dieser Linien ein od(*r 
mehrere geschlossene Systeme bilden, wenn unter dem Begriff eines ge- 
schlossenen Systems von Linien ausges(*hlossen bleibt, dass eine der Liiiit^i 
in einem Punkt verlaufe. 



*) Dieses Journal, Bd. ()4, S. 348. 

Journal für Mathematik IM. LXXIX. Ht>a 4. 35 
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Werden nun Flächen in der Art durch dieses System von Linien 
gelegt, dass sie die Umkreisungen verhindern, so ist, wenn eine Fortsetzung 
der Function U durch diese Flächen ausgeschlossen bleibt, eine Einwerthig- 
keit der Function hergestellt mit Ausnahme der Doppelwerthigkeit, welche 
U an diesen Flächen selbst besitzt. Ist es nun möglich zu diesen Flächen 
solche zu wählen, welche Doppelflächen von U sind, an welchen also je 
zwei Zweige gleiche Werthe annehmen, so ist dadurch U einwerthig ge- 
macht, und es muss dann eine ünstetigkeit der Ableitung von U nach den 
Normalen dieser Flächen eintreten. Die Existenz dieser Doppelflächen 
kann allerdings nicht allgemein bewiesen werden, sondern sie sind in jedem 
einzelnen Falle durch Untersuchung der Function U herzustellen. 

Sei nun ein System solcher Doppelflächen gefunden mit der Eigen- 
schaft keine Raumtheile abzusondern, so wollen wir den Zusammenhang 
zwischen U und diesem Flächensystem ermitteln. Es werde U im Inneren 
des Körpers und des durch das Flächensystem beschränkten Gebietes un- 
endlich an den Punkten m, nij, ... und an den Linien ly /,, ... und 
zwar sei: 

limr^-3— = — /i, an dem Punkt m^, 

SU 

limr^-^— = —2ln an der Linie l^. 

Innerhalb des Gebietes von V nehmen wir irgend einen festen Punkt an; 
es sei r die Entfernung desselben von einem beliebigen Punkte, dessen 
Coordinaten x, y, z sind, so bilden wir: 

Beide Integrationen sind zu erstrecken über das ganze Gebiet von ü, das 
durch die Oberfläche des Körpers und die Doppelflächen begrenzt ist Sei 
ÜI, der Werth von £/ in dem Punkte 0, so findet man nach dem Greenschen 
Satze : 

Es ist hierbei du das Flächenelement der Doppelflächen von ü, fi die von / 
der Doppelfläche in das Gebiet von V errichtete Normale. Dasr zweite 
Integral ist auszudehnen über sämmtliche zum System gehörige Doppel- 
flächen und zwar in doppelter Weise, da jede DoppelAäche von beiden 
Seiten das Gebiet von V begrenzt 
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Die erste Summe bezieht sich auf alle Unendlichkeitspunkte, die 
zweite Summe auf alle (Jnendlichkeitslinien innerhalb des Gebietes. 

Unterscheidet man bei jeder Doppelfläche eine positive und eine ne- 
gative Seite, welchen U^ und U^ als Zweige von U entsprechen, so kaim 
man, wenn p die in positivem Sinne gemessene Normale ist, auch schreiben : 

Uu stellt sich also dar als die Summe von Potentialen, deren Massen über 
Flächen, Linien, Punkte und über den ganzen Körper verbreitet sind. Wir 
wollen noch zeigen, dass die Summe der drei letzten Glieder fftf einen 
äusseren Punkt gleich ist dem äusseren Potential des Körpers. 

In der That, es folgt in derselben Weise unter dieser Annahme: 

Diese Gleichung zeigt, dass für äussere Punkte an Stelle der den Körper 
erfüllenden Masse eine andere substituirt werden kann, welche über das 
System der Doppelflächen oder der Potentialfläche mit der Dichte: 

4n ^ dp dp J 

vertheilt ist, für die Unendlichkeitspunkte Massen n verlangt und über die 
Unendlichkeitslinien mit einer Längendichtigkeit l ausgebreitet ist. 

Bilden wir schliesslich folgendes Integral, das über das Gebiet von 
U auszudehnen ist: 

80 folgt durch Umformung: 

das heisst: die zur Vertheilung gebrachte Masse ist gleich der Gesammt- 
masse des Körpers. 

III. 
Wir gehen über zur Betrachtung der Eigenschaften der Doppel- 
flächen. Die Function U besitzt zunächst eine Reihe von Zweigen, welche 
die Eigenschaft haben, dass auf keinem Wege der eine in ,den anderen 
übergehen kann. Sei z. B. die Oberfläche des Körpers getheilt in Flächen, 

35* 
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welche verschiedenen analytischen Gesetzen iintei*worfen sind, und es seien 
zwei derselben durch a und ß bezeichnet, so sind die zugehörigen Functionen 
Ua und Uß zwei vollständig getrennte Functionen. Eine Doppelfläche von 
U wird die Schnittfläche dieser Functionen sein, welche durch die Gleichung: 

bestimmt ist. Es kann aber auch eine Doppelfläche von U durch die 
Function Ua entstehen, wenn diese schon an sich mehrwerthig ist Seien 
zwei Zweige derselben bezeichnet durch U^ und 17^, so ist diese Doppel- 
fläche dargestellt durch die Gleichung: 

Ua = u:. 

Hat man eine Reihe von Begrenzungsflächen a, /?, y, . . . , so wird 
das System der Doppelflächen dargestellt durch folgende Gleichungen: 

Ux=^U,, U, = V'x. 

Betrachtet man insbesondere drei Begrenzungsflächen, so sind die zugehörigen 
Doppelflächen : 

U.^U,, l]ß=U^, Uy==Ua. 

Man erkennt aus dieser Form, dass je drei solcher Doppelflächen sich in einer 
Linie schneiden. Hat man vier Begreuzungsflächen, so gehen die denselben 
entsprechenden sechs Doppelflächen durch einen Punkt, je drei schneiden 
einander in einer Linie, sodass durch den Punkt vier Schnittlinien gehen. 

Es kann an Stelle von Uy auch Z/j, an Stelle von U,^ auch üß treten, 
woraus folgt, dass zwei Begrenzungsflächen drei Doppelflächen mit vier 
ausgezeichneten Linien, die durch einen Punkt gehen, liefern können. Diese 
allgemeinen Eigenschaften der Doppelflächen werden uns wichtige Dienste 
leisten bei der Construction von Potentialflächen solcher Körper, die von 
Fläi^hen zweiter Ordnung begrenzt sind. 

Die Massenbelegung einer Fläche Ua = Uß wird nach dem Artikel 11. 
dargestellt durch: 

i fdUg dUß\ 

^ ■" 47t \ dp dp /' 

weim p die Normale ist, die auf der Fläche 17^=^ Uß in das Gebiet von 
Ua errichtet wird. Durch passende Umformung findet man: 



Es mögen jetzt zwei benachbarte Begrenzungsflächen des Körpers, die sich 
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in einer Kante desselben schneiden, bezeichnet werden durch a und ß. Es 
ist nun 1/^ = an der Fläche a; (7^ = an der Fläche ß. Es wird daher 
die Doppelfläche (/« = Uß die Kante des Körpers enthalten. 

Wir wollen femer beweisen, dass diese Doppelfläche allenthalben 
den Winkel halbirt, den a und ß mit einander bilden. Zu diesem Zwecke 
betrachten wir zunächst folgende Flächen, die sich ebenfalls in einer Linie 
schneiden : 

wobei C und C^ irgend welche Constanten seien. 

Wir bezeichnen mit (p den Winkel, den an irgend einer Stelle der 
Schnittcurve die Flächen 

l/«-C = 
und 

mit einander einschliessen ; durch ip^ den Winkel, den an derselben Stelle 

die Flächen: 

t/^-C, = 
und 

bilden. Sei femer p der geodätische Abstand eines Punktes der Fläche: 

von der Schnittcurve, so kann man für den betrachteten Punkt dieser Linie 
setzen : 

wenn p^ und pß die von einem unendlich nahen Punkt der Curve auf a 
und ß errichteten Normalen sind; aber da: 

dUg ^ dVß_ 

80 folgt: 

dUa 

smrp "" dÜft 

Wir wollen den Werth dieses Quotienten ermitteln, wenn wir zu der Kante 
des Körpers übergehen, also C = C^ gleich Null werden lassen. Für (f = 
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werden 2^hler und Nenner des Quotienten gleich Null, er geht daher 
über in: 



dpadg _ dpi 



sin^ 



d'Uft d'Uß . ' 

dpfldQ dp} ^' 

denn die zweiten Ableitungen von I7„ und Uß nach den Tangentialrichtungen 
der Flächen a und ß verschwinden; die zweiten Ableitungen nach den 
Normalen nehmen aber den Werth 4/1 an, daher folgt für p = 

sin^y = sin^^i, 

also ist entweder (p = (pi oder y = — <jp,. 

Beide Fälle können eintreten. Die Fläche [7„ = Uß besitzt in der 
Kaute der Flächen a und ß eine Doppelkante und schneidet sich selbst 
rechtwinklig. Es kommt in der Regel nur in Betracht der Fall, dass 
(p=:<Pi ist, insbesondere wenn (p + (pi<i2R, während der Fall (p = —€pt 
auch berücksichtigt werden kann, wenn (p + (Pi>2R; es entspricht einem 
solchen Zweig der Doppelfläche ein Zerschneiden des Körpers in zwei an- 
dere, entweder durch die Fläche a oder die Fläche ß. 

Es liegt hier nahe die Potentialfläche eines Tetraeders zu unter- 
suchen; sind ha und hß die Abstände eines Punktes von den ebenen Be- 
grenzungsflächen a und ßy so findet man leicht: 

Ua = 27fhl; Uß = 27ih}. 

ha = hß ist daher die Gleichung der Doppelfläche , die also mit der Halbi- 
rungsebene des Winkels [aß] übereinstimmt. 

Von den sechs Halbirungsebenen behalte man bei dem Tetraeder 
nur die Stücke bei, die einerseits von den Kanten des Körpers, andererseits 
von den Geraden, in welchen je drei einander schneiden, begrenzt werden. 
Bildet man die Massenbelegung tj euier dieser Doppelflächen, so folgt: 

rj = ß sin [«/?], 

wenn R die Entfernung eines Punktes der Ebene ä« = hß von der Schnitt- 
kante von a und ß ist. 

IV. 
Wir gehen über zur Herstellung der Function U flir Körper, weh^he 
von Oberflächen zweiter Ordnung begrenzt sind. U muss folgenden Be- 
dingungen genügen: 
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QU 

b^ an der betreffenden Fläche ist [7=0 und -3— = 0. 

dp 

Um einen Ausdruck für U zu erhalten, legen wir folgende Form 
zu Grunde: 



(4.) U = f'f[xy%y fp)dw. 



wobei r eine Function von xyz ist, welche definirt ist durch die Gleichung: 

fixyz,f>) = 0. 

iTu ist irgend eine Constante. / ist eine noch unbestimmte Function von 
xyssw; wir schreiben der Ktirze halber: 

Sofort ist ersichtlich, dass U gleich Null ist, sobald r = «?,), das heisst an 
der Fläche: 

f{xyz,w^i) = 0. 
Man bilde nun: 

das zweite Glied ist aber gleich Null, daher folgt: 

^=r'-f^du,, ^=m^-du,, -f.=.r^äu>. 

ox J ox ^ ay J oy ^ oz J dz 

^.j W,. H>^ 

ßU 

Da nun -^, die Ableitung von U nach der Normale einer Fläche, linear 

und homogen ausgedruckt ist durch die Ableitungen nach den Coordinaten 
xyzy so folgt, dass 

1^ = ftlr die Fläche: f{xy», ir„) = 0. 

Die Grenzbedingungen sind also für die Fläche f{wn) = erfüllt Wir haben 
nun f{w) der Art zu wählen, dass auch die Differentialgleichung befriedigt 
wird. Wir bilden: 

dx 



dx^ J dx^ dx dx ' dx 



w- 



dv 
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Daher folgt: 

(5.) ^t,-4„=J>W.«-^(g.[(°^^)V(^^)'+(^)-]-4,= ,. 



tCu 



Es muss yj = sein unter der Voraussetzung, dass /"(r) = für jeden Werth 
der Coordinaten xyz. 

Um auf die einfachste Weise eine dieser Bedingung genügende 
Function /fr) zu finden, setze man fixyz, r) gleich einer ganzen rationalen 
Function der Grössen xyz, deren Coefficienten allein Functionen von r 
sind. Man überzeugt sich leicht, dass, wenn der Grad dieser Function die 
Zahl 2 übersteigt, die Zahl der resultirenden Differentialgleichungen für 
die Coefficienten deren Anzahl übersteigt. Für die Zahl 2 lässt sich die 
Aufgabe jedoch lösen. Es wird dann U eine Function sein, welche nebst 
ihren Ableitungen an einer Fläche zweiter Ordnung verschwindet Die all- 
gemeinste Form, in welcher die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung 
mit oder ohne Mittelpunkt geschrieben werden kann, ist folgende: 

wobei A\ B\ C, a\ b\ c\ m! nur Functionen von f> allein sind, und Ab- 
leitungen nach r der Functionen A, B, C, a, b, c, m sein sollen, welche 
sämmtlich für r = tf?„ verschwinden mögen, dann ist: 

(6.) U = Ax' + By' + Ci'^ax+by + cz^^m. 

Es folgt weiter: 

J'jf{w)dw = 2[A + B+C), 



«v, 



ax ' c/y ^ ^ dz ^ 

femer ist: 

^t\P) J"^2 I D'^.2 I /^'/,.' I ^tf I Lf'^, I ^f* I ff 

— ^ — — AX'\'ny-\-L&'t(^ x-j-ö y-\-c z-f-m . 

Die Gleichung (5.) liefert daher folgende Differentialgleichung: 

—^-^ = 2(271- A-B-C)iAW+BY + a'z'-ra"x+b"y + c''z + m") 

+ {2ÄX + a'f + {2B'y + b'f + {2Cz + r^. 
Es muss daher stets sein: 
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ftir alle Werthe von xg»v, wobei /i allein von e abhängig ist Wir er- 
halten also folgendes System von Gleichungen: . 

A" 24' 

o> »" 2B; _ 

"^^ ~ff lTS+C-2n +* - "' 
^^ "^ J+Ä + C-2« +^ "= ^' 

(7-) 4) 4---_-il-__+i = 0, 



wenn wir setzen: 



A' 


A + B + C-2n 


B" 


2tf 


F 


4+Ä + C-2« 


C 


2C 


C 


A + B + C— 2« 


af' 


2A' 


af 


A-\-B-\-C—2n 


b" 


2ff 


b' 


A + B + C-2n 


r" 


2C 


& 


A-\^B-\-C—2n 


m" 


\ a"+6"+c" 


m' 


2m' ^+Ä+C— 2n 




• 



+ i = 0, 

7) ^-^ "r:rL +^-o. 



^ 2(2n-i4-Ä~C) 



Wir haben also sieben Differentialgleichnugen und acht unbekannte Functionen; 
wir könnten daher 1 = setzen, aber es lässt sich durch Einführung einer 
neuen Variablen in der That die Function "k eliminiren. 

Es sei ff eine Function von r, welche der Gleichung Genüge leistet: 

|^+A^ = für *' = «'• sei " = "• 

Die Grössen ABC...^ als Functionen von u betrachtet, sollen bezeichnet 
werden durch A^ Ä, , Ct , ... so folgt : 



A' = A 



I 

ot 



iianoi* • 




iTl = 


^1 


\dv 


yf 


'*• öe' 


ttaucr • 




A" 
A' 


= 




du 

Ott 


-i-, 


ebenso folgt: 




















— 


< 


du 

dt) 


-*; 








= 


< 


du 

dtt 


- l. 
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Setzen wir diese AasdrUcke in die Grleichungen (7.) ein, so folgt, 
wenn wir die unteren Indices weglöachen and nun alle ABC.aii Functionen 
von » betrachten, die für u = «,, verschwinden sollen : 

A" 2A' 



/l) 

2) 
3) 



(8-) ( 4) 
5) 

6) 

\7) 



A' 
B" 



Ol 
& 



a 



II 



/t + fi + C— 2« 

2ff 

A-\-B-\-C—2n 

2a 

A + B-\-C—2n 
2A' 



c" 



m 



" 



A + fi + C— 2a 

2ff 
l44-ß+C— 2« 

2C 
A + jB + C— 2« 



= 0, 

= 0, 

= 0, 

= 0, 

= 0, 

= 0, 



tri 2m' A-\-B^C—2n 



V. 

Wir wenden uns zunächst zu dem Falle, in welchem die Oberfläche 
zweiter Ordnung einen Mittelpunkt besitzt, und können dann setzen: 

a = 6 = c = 0. 

Dadurch sind die Gleichungen (4.), (5.), (6.) befriedigt und es bleiben zu 

erfüllen: 

A» 2^ ^ 

A' A-\-B+C-2n ~ "' 

B" 2B' 



Bf 

C" 



A-\^ B + C—2n 

2C 
a "il + Ä + C— 2n 



z:^ = 0» 



= 0, 



m 



n 



m 



p = 0, also m = giu—tki)^ 



wobei g eine beliebige Constante ist; ^ÄC müssen fllrii = ti,, verschwinden. 
Aus den drei Gleichungen folgt: 

2 . _ ^" _ B" _ C" 

A'B'C lassen sich daher durch eine Function s von u linear ausdrücken; 
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wir definiren s durch die Gleichung: 

i 1 1 
1^+ Ä^ + Ö^ ^ ^^^' 

wobei K eine Constante ist, über die wir sogleich verfügen werden. Es 

folgt alsdann: 

III 

wobei ey^e^e^ irgend welche Constante sind, die an die Bedingung ge- 
knüpft sind: 

Ci+ej + ea = 0. 

Werden die drei Differentialgleichungen addirt, so lässt sich ebenfalls eine 
Integration vornehmen. Es folgt: 

log(^'Ä'C)-log^-21og(^ + Ä+C-2^) = 0, 

wobei q constant und bestimmt wird durch die Grenzbedingungen für ABC. 

Es sei « = «() für ii = fii„ so folgt: 

Es ist femer für jeden Werth von w; 

aber andererseits findet sich: 

trijt z 

und aus diesen letzten Gleichungen folgt die Differentialgleichung für « 

Ueber die Constante K wollen wir nun in der Art verfügen, dass: 

1 =Kq, 

also: 

s"^ = 4(«-e,)(«-:e2)(«— ej), 
mit der Bedingung: 

ei+e2 + ej = 0. 

Da 9 an diese einzige Bedingung geknüpft ist, dürfen wir setzen: 

wobei fpu die bekannte FVeier^f ratsche elliptische Function ist. Für K 
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folgt weiter, da wir setzen dürfen: 



8 = — 2y'(«— 6,)f«— e2)(«— ea), 
also 



+ 2/f>/(*-e0(*-e,)(*-e3) = 



.4 + Ä+C-2yi ' 
setzt man nun tf = tf,i, « = «07 so ist: 

1 



— = — 2^)/(«o— ei)(«„— e2)C«o— 63). 
Und man hat: 

' A=±r^-, B=±r-^, 0='/'-^. 

««• «S «K, ' 

Und zwar verschwindet U mit den ersten Ableitungen an der Fläche: 

*o ^a *o ^2 *o ^1 

wobei für gK jede beliebige Constante gesetzt werden kann; wir werden 
in der Folge gK entweder gleich Null oder —1 setzen. 

Wir machen femer die Voraussetzung, dass ei > 62 > ej sei. Dann 
kann die Gleichung: 



+^^4-+T^^-i = 



bekanntlich je nach dem Werthe von Sa ein EUipsoid oder eins der Hyper- 
boloide darstellen; füi gK=0 stellt die obere Gleichung eine Kegeliläche 
dar. Sind die Quadrate der Halbaxen dieser Flächen gegeben durch die 
Grössen «>/?>/, »o setze man: 



9u — ^ — tt^ ^3 — 



3 



1 



- _ a ^ß^ 2y 

wodurch die Invarianten von pu bestimmt sind; es muss hierbei jedenfalls 
a>>0 sein, damit ^die Gleichung eine reelle Fläche darstellt; das heisst, es 
ist stets 8u > ^3 . 

Betrachtet man nun die Gleichung: 
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»' 






s — Cj 8 — «, s — e. 



SO liegen bekanntlich die drei Wurzeln von s zwischen drei Grenzen, so 
das» wir folgende Fälle unterscheiden können: 



1) « >ei>e2>ej, 

2) 6i>« >e2>e3, 

3) ei>>e2>>« >e3. 

Der erste Fall entspricht dem EUipsoid, der zweite dem einschaligen Hyper- 
boloid, und der dritte Fall dem zweischaligen Hyperboloid, 

Zwei verschiedene Wurzeln von s können nur in einander übergehen, 
wenn sie beide die Werthe e^ oder es annehmen; man findet leicht, dass 
dies nur am Rande der beiden Fokalcurven eintreten kann. 

Wenn daher bei der Bewegung des Punktes xyi^ diese Ränder aus- 
geschlossen bleiben, so werden die drei Wurzeln stets von einander ge- 
trennt sein. Damit also U eine einheitliche Function darstelle, die ftlr 
s = 8i) verschwindet, ist es nöthig , dass s in demselben Intervalle gewählt 
wird, in welchem sich «„ befindet. 

Setzt man femer: 



so ist: 






«. 



Aus diesen Ausdrücken erkennt man leicht, dass, wenn Ax^ By^ C«, für 
abnehmende xyn bis zu Null, sich überhaupt einer endlichen Grenze nähern, 
diese Grenze stets negativ sein muss. Femer findet man: 

^ = 2Ax; -Q^ = 2By; ^ = 2Cz. 

Di^se Ableitungen nähern sich also ftir verschwindende xyjs ebenfalls ne- 
gativen Grenzen, wenn xyz von der positiven Seite gegen Null sich nähern. 
Wir wollen nun dazu übergehen, die Grössen ABC weiter zu ver- 
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folgen; es ist: 



aber: 



wenn: 



A = --271 yfaßyf" — ; 



/•• ds , /•*. de f^ds 



oder: 



Es ist aber: 

wobei if eine beliebige Constante ist; man findet daher: 



A = 



2nyaßy \&{u-\'ta^) 



(^a-^ß){a^Y) ' o 









Wir wollen hier zunächst den Werth lim2.^ar herleiten. 

Es wird dann « den Werth c, annehmen, w den Werth m\ daher wird 

A unendlich werden, da ^^ ,( unendlich gross wird. 

Bilden wir: 



so bleiben die beiden ersten Glieder für « = 01' endlich, und es folgt: 
wenn rechts 11 = co' gesetzt wird; aber es ist: 



r=<»i 
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Daher folgt: 



. bm 2i4 a? = lim -^- = — 1^ — \l-\ — ^H • 



In derselben Weise findet man: 






«s=«j r=ei 



,^ ,=0 ö» j/(a — y) (^ «. y) r a-y /?— y 



du . 



lim-^— ist für alle Werthe von y nnd « reell, da positiv bleiben 

mnss, denn «—es nähert sich von der positiven Seite dem Werthe Null; 
dieses Verhalten von -q^ tritt nur ein bei dem zweischaligen Hyperboloid, 

Bei lim -3— sind zwei Fälle zu unterscheiden, 

y=i) öy 

a) «-e2 nähert sich von der negativen Seite dem Werthe Null, so 
sind die Werthe von x und jb an die Bedingung geknüpft: 

1 ^+i/-<0, 

und innerhalb dieses von der Fokalhyperbel begrenzten Gebietes tritt das 
angegebene Verhalten von -^ ein und liefert einen reellen Grenzwerth. 

b) « — 62 nähert sich von der positiven Seite dem Werthe Null, so 
muss sein 

Der andere Theil der Ebene y = kommt in Betracht, wir haben es mit 
dem einschaligen Hyperboloid zu thun; -^ bleibt reell. 

Bei lim -3- unterscheiden wir ebenfalls zwei Fälle: 



«=•«, 



a) 5 — e, nähert sich von der negativen Seite dem Werthe Null, so 
muss sein: 

Das in Betracht zu ziehende Gebiet der Ebene » = wird begrenzt von 
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SU 

der Fokalellipse; -^ bleibt reell; wir haben es mit dem einschaligen 

Hyperboloid zu thun. a 

' b) s — Ci nähert sich von der negativen Seite dem Werthe NuU^ 
dann ist: 



Es kommt der andere Theil der Ebene « = in Betracht; -^ bleibt reell, 

wir haben es mit dem EUipsoid zn thun. 

Aus diesem Verhalten der Ableitungen von U erkennt man, dass U 

SU 

eine mehrwerthige Function ist; denn -g— ändert sein Zeichen mit x, nähert 

sich für 0? = einmal dem angegebenen Werth, wenn x von der positiven 
Seite der Null sich nähert; geht aber in den entgegengesetzten Werth über, 
wenn x von der negativen Seite Null wird. Um für « = e, eine Fortsetzung 
für U durch die Ebene a: = zu erhalten , müssen wir nothwendigerweise 
alle Grössen, die für x = verschwinden, ihr Zeichen ändern lassen. In 
diesem Falle wird ^S das Vorzeichen ändern, daher auch u—(o'^ v'"; setzen 
wir noch «,,— oi' = r',"; so können wir die Grössen ^ÄC in folgende Form 
bringen : 



c = 



2niaßy '-'-'" -' - " 



\aßY io\f>"' a'^v. ,„ ,.,.) 



Cy~o 

Da nun die sämmtlichen Quotienten: 

a' a\ a\ 6 



j 

<7 ' ff, ' ff, ' ff. 



ungerade Functionen sind, so werden, wenn wir mit ^3,^3, C, die Werthe 
von ABC bezeichnen, welche sie erhalten nach einem Durchgang durch 
die Ebene x=0 für «=«}, die Differenzen zweier Zweige dieser mehrwerthigen 
Functionen sich darstellen in folgender Weise: 

A-A - 4«}^ (Vr'" .„) 
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Es ist also in diesem Falle, der sich auf das zweischalige Hyperboloid be- 
zieht, die Function U eine mehrwerthige Function, von welcher eine Doppel- 
fläche die ganze Ebene j: = ist. Die Massenbelegung eines Theiles der- 
selben, welcher bei der Construction euier Potentialfläche eines Körpers in 
Betracht kommen kann, ist nach Früherem: 



wobei also: 

a>0:>ß>y. 

Ganz die nämliche Betrachtung lässt sich machen, wenn s den Werth 
e^ annimmt und y=0 wird; es ist dann «(, entweder zwischen e^ und ez oder 

€2 und 61. Wir setzen in diesem Falle: 

ff ff " ff 

und stellen die Form her: 



A-A, = 



(y—«)(r—/^ •<',»" ff,». ^ ' 

Bei der Fortsetzung dnrch die Ebene j^ = hat e" das Zeichen zu ändern, 
tind wir finden als Differenz zweier Zweige der Functionen ABC die 
Werthe: 

Für das zweischalige Hyperboloid ist die bezügliche Doppelfläche bestimmt 
durch : 

1/ = und 3 — B — ^ !• 

Die Massenbelegung eines Theiles dieser Doppelfläche, der bei einer Po- 
tentialfläche auftreten kann, ist: 
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' 4« df ^(a-^iß-r) f »-ß ß-r ' 

Für da8 einschalige Hyperboloid ist die Doppelfläche bestimmt durch: 

jf = und ~ä—w— < 1- 

tt—ßß—r 

Die eventaelle Massenbelegnng derselben ist: 









y(a -/?)(/?-/) 

es ist hier: 

«>/?>0>y. 

Zum Schlosse ist die Betrachtnng zu machen, nnter der Voranssetziingf 
dass » dem Werthe «,, s sich der Null nähert; wir setzen: 

und finden analog dem Vorhergehenden, als Differenz zweier Zweige: 

ib ist entweder zwischen ei und «2 oder zwischen Ci und 4 oo* 

Im ersten Falle, der dem einschaligen Hyperboloid entspricht, folgt: 

«>/?>0>j'. 

Die Doppelfläche ist bestimmt durch: 

» = und *!. + -/-- >l, 

o — y ß—7 

die evontnellü Massenbelegung : 



2i-aß, 

fj = '- E^ 






Im zweiten Falle, der dem EUipsoid entspricht, folgt: 

n>/!?>?'>0. 
Die Doppolfläoho ist bestimmt durch: 

.-0 und ^^- + ^-5;^<l, 
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die Massenbelegung derselben i»t: 



Aus dem Letzteren folgt der bekannte Satz, dass die Masse eines homogenen 
Ellipsoids ttber den von der Fokalellipse begrenzten Theil der Ebene » = 
so vertheilt werden kann, dass die Anziehung derselben für äussere Punkte 
gleich ist der Anziehung des EUipsoides ; die entsprechende Massenbelegung 
ist sofort durch rj gegeben. 

Gehen wir zur Betrachtung des Kegels über, so ist statt gK=—l nur 
zu setzen gr Ä' = ; die Fokalhyperbel geht über in zwei Gerade; die Fokal- 
ellipse reducirt sich auf einen Punkt Das Verhalten von 17 ist ganz analog 
dem Verhalten von U bei dem einschaligen oder zweischaligen Hyperboloid. 

Wir wollen zunächst die Function U für Rotationsflächen zweiter 
Ordnung mit Mittelpunkten herleiten; m diesem Falle reicht es aus, eine 
Form von U herzustellen, deren Discussion alle diese Flächen erledigt 

Wir setzen: 

a = l3; r' = a?^ + y%- 

8+26 = Y+a; «— e = a + (T, 
a ist als Wurzel der Gleichung anzusehen: 

und zwar ist die Wurzel von a zu wählen, welche im Stande ist, in den 
Werth Null überzugehen ; über das Verhalten von y und a treffen wir keine 
Voraussetzung. 

Alsdann ist: 

JU=^4:n; U nebst den ersten Ableitungen verschwindet an der Fläche: 

a y * 
E8 folgt: 
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A = 
C = 
D 



"■l7l » 2 1 






l'r-« »>— «-Vy + o Vy-o+Vr 
Setzen wir mnilchst: 

>->0>o, yjf = -1, 
M> ist: 

:zrl+i_i = 
-o r 

die Gleiclitiiig des zweischaligen RotationshyperboloidB; es luum a einma 

den Werth —y erreichen, dann i8t gleielizeitig s = 0. 

Es ist aber: 



dV 
dt 



: 2lC 



und nttliert sich entgegengesetzten Werthen, wenn s von entgegengesetzte! 
Seiten der Noll sich nshert; da ^+0 von positiver Seite ans Nnll wird 
so folgt: 



' yr+ 



= = 1/1+-^, 
■+• ' r—' 



'i" 4» e» r— « r "^ y— • 

s = ist eine DoppelflJU'he, fUr welche rj die eventaelle Massentwlegnni 
ist. • Wir setzen weiter: 

)>0><i, 3K = +1, 
w ist: 

I^ + f +1 = 
die tUoii-liung de> einwhaligvn Kotationshyperboloids. Die Doppelflache isl 
brmininii d«i\<h: 

» = und -~ — 1>0, 
dl<> M««»c«Wl»)r<mg derselben: 



,„ ^yr^.s' -1. 
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Setzt man dagegen: 

0>y>a, gK = +1, 
so ist: 

— a — y 

die Gleichung eines Rotationsellipsoides. Die Doppelfläche ist bestimmt dnrch: 

a = und —^ KO, 

die Massenbelegong derselben: 

' y — a r y — a 

Ausser dieser Mehrwerthigkeit besitzt U noch ein Unendlichwerden 
längs der ganzen Rotationsaxe oder eines Theiles derselben. Es wird U 
logarithmisch anendlich für r = oder a+a = Oj und zwar findet man die 
eventnelle Massendichtigkeit der Linie r = durch: 

X = -jlimr-^. 



r=lJ 



Es ist aber: 



Es folgt femer: 



Daher: 



f = ^r. 



lim — -. — = —gK 






Ist nun: 



80 ist: 



> «, gK = -1, 



-JL^l — 1 = 

— a y 



die Gleichung des zweischaligen Rotationshyperboloids; X ist beschränkt 
auf die Strecke der Axe, für welche: 



»• 



1 — ^— <o, 



= _^Ä(_i! — i). 



}9 
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Ist dagegen: 

y>0>a, fif/T = +1, 
80 ist: 

---+—+1 = 

— a y 

die Gleichung des einschaligen Rotationshyperboloids; 

X erstreckt sich über die ganze s-Axe. 
Ist schliesslich: 

y>a>0, gK ^ -1, 
so ist: 

die Gleichung des Rotationsellipsoids; 






it ist beschränkt auf die Strecke der Axe 

Zum Schlüsse betrachten wir die Kugel; es sei dann: 
sei if der Abstand eines Punktes von dem Centmm, so folgt: 

ü wird unendlich für (» = ; es folgt daher die Masse, welche eventuell in 
dem Gentrum concentrirt werden muss: 

Der Rotationskegel wird leicht erledigt, wenn gK = gesetzt wird. Es ist 
für ihn: 



i =: -- 



nafy»* 



VI. 
Wir gehen über zu dem Falle, in welchem die Fläche zweiter Ord- 
nung keinen Mittelpunkt besitzt In dem System (8.) der Differentialglei- 
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chungen setzen wir: 

A' = 0, 6' = c' = 0. 

Dann bleiben zu befriedigen: 

?- _ ?*!_ - n 
ß' B + c—2n ~ "' 

C iSt + C-2« ~ "' 

m' 2m' Ä + C-2« "" ^' 

J5, C, a, m sind Functionen, die für u = u^i veröchwinden. 

U = By^+Ci^+ax + m, 

3V 

JU=^n; U und -ä— verschwinden an der Fläche: 

B'y'+Cs'+a'x+m' = 0, 

wenn in dieser Gleichung » = u,, gesetzt wird. 

Die Gleichungen lassen sich ebenso leicht integriren; wir führen eine 
neue Variable a ein, die für « = u,, verschwindet und durch die Lage eines 
Punktes mittelst folgender Gleichung bestimmt ist: 

»' I *' \a'x "'V^+y \a) - 
a' ist constant; I^ verschwindet von der Fläche: 

ß ' y '."" 8 

Man findet leicht: 



y ^_»_+fl'a.-4 (y3 + y) = 0. 



a = 2a'.y/^log J5^±^ = a'^^^^jarc cos|±^-arecoste±?^}, 



f = 2,1^, f = 2.C. 

— a aj — 



limöü 4«yÄ^ /g^' r-ß ,„,^ p~ 



•=-r 
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Sei zunächst: 

so hat man es mit dem elliptischen Paraboloid zu thon. 
Die Doppelfläche ist bestimmt durch: 

Die eventuelle Massenbelegung: 



^'y—ß \ 4 2 y — /? 

Ist dagegen: 

>'>0>/?, 

so betrachten wir das hyperbolische Paraboloid; eine Doppelfläche ist be- 
stimmt dnrch: 

Die Massenbelegung derselben: 

_ 2}/=:^ l/"»' 4.«'-r «'* y-/* 

"? - -^^if^-yi^/9+«*-T--2- 

Die andere Doppelfläche ist bestimmt durch: 

Die Massenbelegung ist: 

' y'y-ß ' y-ß 4 2 

Fttr das Rotationsparaboloid findet man: 

r' = y*+a%- C = B; /3 = y, 

als Gleichung für o. 

l^= r^^+x«'n/31og^ -^nßo. 
U verschwindet an der Fläche: 

U wird an der Rotationsaxe logarithmisch unendlich ; man findet die Massen- 
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belegung: 

X — —nßax. 

Ißt a > 0, so muss stets sein x <iO und umgekelirt. 

Für die Cylinderfläche ergiebt sich: 

^' = 0; a' = 6' = c' = 0, 

B" 2» .>, a^ 2C .. 



B' B + C-2n ^' C B+C-2n 

m! = const. = — 1. 

Es folgt: 

U = By'+Cz^ + m. 

a ist bestimmt durch: 



.4._^ 1 = 0. 



U nebst den ersten Ableitungen verschwindet an der Fläche: 

-^+-1 = 0- 

p y 



Sei zunächst: 

so ist die Doppelfläche von zwei Geraden begrenzt und zwar: 



' i/v— /9 r y — /? 



Ist dagegen y>0>>/?, so ist die Doppelfläche bestimmt durch: 



i/TITä 1 v-ß 



Sy-'ß ^ y-ß 

Für den Rotationscy linder ist: 

/!? = y = Ä% B = C. 

Sei r die Entfernung eines Punktes von der Axe, so folgt: 

V = 7,(r'-Ä')+nÄnog-^,; 
die Massendichtigkeit für die Axe ist : k — n K. 
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Zum Schlüsse betrachten wir den parabolischen Cylinder; das System^ 
der Differentialgleichnngen liefert: 

A' = B' = c' = 
C 2(7 






C C-2« 
a' and b' sind constant; es sei a Wurzel folgender Gleichong: 



so ist: 

" = <^-t)(2^,'+2,(«'x+«V)-=^.), 

und zwar verschwindet U nebst den ersten Ableitungen an der Fläche 

— +ax + by j — = 0. 

Die Doppelfläche ist bestimmt durch: 

a=0 und ^-'^~ >a'x+b'y. 
Die eventuelle Massenbelegung: 



rj = 2j/r^^-±^^{a'x+b'y). 



vn. 

Nachdem für alle Flächen zweiter Ordnung die Function Ü her- 
gestellt worden ist, wollen wir die Construction der Potentialfläche für einen 
Körper, der von beliebigen Theilen dieser Flächen begrenzt ist, angeben. 
Die Fläche, welche bestimmt ist durch die Gleichung : 11^= Uß^ wollen wir 
der Kürze halber durch (aß) bezeichnen. 

Zunächst soll gezeigt werden, dass wenn zwei Doppelfiächen : (aß) 
und (ay) eine reelle Schnittcurve besitzen, diese Linie keine isolirte Linie 
der Fläche (/3y) sein kann, d. h. die Fläche (/3y) besitzt an allen Punkten 
der Linie reelle Tangentialebenen. Durch einen beliebigen Punkt der 
reellen Schnittcurve von {aß) und (ay) legen wir drei Axen, eine ^-Axe 
in Richtung der Tangente dieser Curve, die beiden anderen senkrecht zur 
C - Axe und zwar die ?y - Axe in die Tangentialrichtung der Fläche (ay), die 
^-Axe in die Tangentialrichtung der Fläche {aß)] so ist in diesem Punkte: 
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6r, _ BVj_ dU^ __ dUi dU^ öl^ _ öUy 

Sei ferner < eine Axe, die von demselben Punkte in irgend welcher Rich- 
tang gezogen wird, so ist stets: 

dUfi _dUß dVß ,dUß _dU^., dVß dU„ 

~dr~'W '^~d^'""^~dr^~ di "^ du ' "^ d^ *'' 

au, eVy ^ , dUy , auy avy , , du„ , eva 

Soll nun die Fläche {ßy} die betrachtete Curve nicht als isolirte Linie ent- 
halten, so mnss eine Richtung t so bestimmt werden können, dass: 

dUß _ dUy 
dt " dt ' 

Man findet daher: 

Die Factoren von l und ,// können nicht verschwinden, daher kann — stets 

fi 

entsprechend bestimmt werden; haben also [nß) und (ay) an der betrachteten 
Curve reelle Tangentialebenen, so ist dasselbe der Fall für die Fläche (ßy) ; 
die Curve kann nicht eine isolirte Linie derselben sein. 

Jeder Theil a der Oberfläche des Körpers liefert eine Function t/^, 
welcher wir ein Gebiet in folgender Art zuertheilen wollen. 

Das Gebiet begrenzen wir durch die Fläche cf, für welche U^ ver- 
schwindet, aber wir begrenzen es noch nicht durch die Doppelfläche von 
(Ja oder die Fokalfläche von a, durch welche wir eine Fortsetzung von Ua 
zulassen, so dass im Inneren des Köi-pers selbst eine Mehrwerthigkeit von 
Ua vorhanden ist. Hat man bei der Bewegung eines Punktes die Fokalfläche 
durchschritten und ist wieder zur Fläche a gelangt, so soll a nicht mehr als 
Begrenzung des Gebietes angesehen werden: U,, wird daselbst nicht mehr 
verschwinden. Wir betrachten nun zwei Begrenzungsflächen a und ß, sie 
liefern eine Doppelfläche (aß) ; und zwar ist nur der Theil der Fläche (aß) 
zu berücksichtigen, welcher dem Gebiet von Ua und gleichzeitig dem von 
Uß angehört Treffen a und ß einander m einer Kante des Körpers, so 
wird (aß) den im Inneren des Körpers gemessenen Winkel dieser Flächen 
halbiren. 

Um nun zu einer Construction der Potentialfläche zu gelangen, 
werden wir zunächst einen Theil derselben betrachten, welcher über der 
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Begrenzungsfläche a nach dem Inneren des Körpers zu eine Höhle ab- 
grenzt. Ein Theil der Begrenzung dieser Höhle kann von einem Theile 
von (aß) herrühren. Nehmen wir eine dritte Begrenzungsfläche y hinzu, 
so können sich die drei Flächen: (a/9), (/9y), (ya) in einer Linie schneiden^ 
welche auf der Fläche (aß) nach einer Seite hin einen Abschluss derselben 
bilden soll und zwar ist der Sinn dieses Abschlusses , welcher gleichzeitig 
für die drei Doppelflächen Statt findet, in der Weise festzusetzen, dass je 
zwei Flächen a und ß stets durch den restirenden Theil von (aß) von 
einander getrennt bleiben, oder ein Durchschreiten von (y/9) und (ya) nöthig 
ist, um von a nach ß im Inneren des Körpers zu gelangen. Ist der Sinn 
dieser Begrenzung zweifelhaft, so ist es erlaubt, den einen oder den anderen 
Theil von (aß) beizubehalten. Schneiden die drei Doppelflächen einander 
nicht in einer Linie, die den betrachteten Gebieten angehört, so behalten 
wir die Flächen zunächst ihrer ganzen Ausdehnung nach bei. 

Wird nun an Stelle von y eine vierte Fläche ^ gewählt, so kann 
dieselbe wieder Ursache einer zweiten Grenze von (aß) sein. Nachdem 
nun alle Begi'enzungsflächen des Körjiers an die Stelle von y getreten sind, 
wird von der Doppelfläche {aß} ein Theil übrig geblieben sein, den wir 
als Theil der Potentialfläche des Körpers beibehalten. Dabei ist nicht aus- 
geschlossen, dass kein Theil von (aß) übrig bleibt Es ist ferner noch zu 
beachten, dass die Fläche a selbst oder ß auch als dritte Flächen berück- 
sichtigt werden müssen ; die Fokalfläche vertritt dann die Stelle einer Doppel- 
fläche, die zwei anderen Doppelflächen gehören demselben oder ver- 
schiedenen Zweigen der Fläche (aß) an. Da die Fokalfläche in der Fokal- 
curve schon eine natürliche Begrenzung besitzt, so kann es eintreten, dass 
von der Fokalfläche nur ein Flächenring bestehen bleibt, durch dessen 
Oeffhung die Function 11^ fortgesetzt wird. 

Hat die Fläche (aß) durch dieses Verfahren keine Begrenzung er- 
halten, so behalten wir sie der ganzen Ausdehnung nach bei. 

Es ist nun zu zeigen, dass, wenn an die Stelle von ß irgend eine 
andere Fläche y tritt und die Fläche (ay) ebenso behandelt wird wie (aß\ 
ein Aneinanderschliessen aller dieser Theile von Doppelflächen stattfindet, 
so dass an der Fläche a in das Innere des Körpers zu in der That eine 
abgegrenzte Höhlung entsteht. Es möge ein Theil der Grenze von (aß) 
durch Betrachtung der Fläche y entstanden sein, so wird umgekehrt ein 
Theil von (ay) eine Begrenzung unter Hinzuziehung von ß erhalten. Sollte 
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nun durch eine vierte Fläche ^ die gemeinschaftliche Grenze von (aß) 
und (ay) theilweise oder ganz abgeschnitten werden, so muss dies in der 
Art geschehen, dass sie nun wieder dasselbe Stück der Linie («/?), (ay) 
zur Grenze erhalten, denn die Doppelflächen, die entstehen durch die Flächen 
^9 ßy 79 ^ 9 gehen sämmtlich durch einen Punkt Die Flächen {aß) und 
(ay) behalten daher als Grenze stets dasselbe Stück ihrer Schnittlinie, oder 
die Schnittlinie wird zur Grenze entbehrlich. Im letzteren Falle treten an 
Stelle dieser Linie bei {aß) und {ay) die Schnitte dieser Flächen mit {ad\ 
so dass nun die Fläche [ad) an {aß) und (ay) sich anschliesst. Man sieht 
somit ein, dass in der That ein Ancinanderstossen der Flächen: (a/3), fay), 
(ac?), ... in der Art stattfindet, dass dieselben im Stande sind an der Fläche 
a nach dem Inneren des Körpers zu eine Höhle abzugrenzen, die nicht 
geschlossen zu sein braucht, wenn ein von dem ersten Theil von a ge- 
trennter ThcU ebenfalls eine Begrenzungsfläche des Körpers ist. Sind auf 
diese Weise für alle Begienzungsflächen «, /?, y, .. . die Höhlungen be^ 
stimmt, so ist durch die Art der Entstehung derselben klar, dass die 
Höhlungen nicht mit einander in Collision gerathen können. 

Auch kann es nicht vorkommen, dass durch das System dieser 
Flächenstücke {a /i) . . . ein Raumtheil von dem äusseren Räume abgeschlossen 
wird, denn die Höhluugen von a und ß stossen ursprünglich mit demselben 
Stück der Fläche {aß) aneinander; jede hinzutretende dritte Fläche bewirkt, 
dass für beide Höhlungen dasselbe Stück von {a ß) als Grenze bestehen 
bleibt. Einige Beispiele werden die Art der Entstehung einer Potential- 
fläche erläutern. 

VIII. 

In den Figuren 1 bis 11 sind durch parallelperspectivische Zeich- 
nung verschiedene Fälle der besprochenen Potentialfläche dargestellt Die 
Zeichnungen machen keinen Anspruch auf Genauigkeit, sondern sind nur 
dazu bestimmt der Vorstellung zur Hülfe zu dienen. Zu bemerken ist, dass 
die scheinbaren Grenzen der den Körper begrenzenden Flächen durch strich- 
punktirte Linien angegeben sind, die scheinbaren Grenzen der Potential- 
fläche und die Kanten derselben, zu welchen auch die Kanten des Körpers 
gehören, sind ausgezogen. Es ist dabei vorausgesetzt, dass die Potential- 
fläche als undurchsichtig betrachtet wird, dem entsprechend die verdeckten 
scheinbaren Grenzen und Kanten der Potentialfläche einfach punktirt sind. 
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Figur 1. stellt ein regelmässiges sechsseitiges Prisma dar; die Po- 
tentialfläche besteht zunächst aus Theilen der Halbirungsebenen der Winkel, 
welche anstossende Seitenflächen mit einander bilden. Diese treffen ein- 
ander in einer Geraden, welche für sämmtliche Halbirungsebenen Grenze 
ist; ausserdem entstehen durch die beiden Grundflächen die Seitenflächen 
zweier Pyramiden, die ebenfalls der Potentialfläche angehören. 

Figur 2. stellt einen senkrechten Cylinder dar, der von zwei 
parallelen Ebenen begrenzt wird. Mit a und j3 seien diese Ebenen be- 
zeichnet, mit y die Cylindei-fläche. (aß) ist ein Theil einer Ebene, die 
gleichen Abstand von a und von ß hat Die Flächen (ay) und (/9y) 
schneiden einander in einer Curve der Ebene («/9), welche bei dem Ro- 
tationscylinder ein Kreis ist. Die Potentialfläche enthält die Theile von drei 
Doppelflächen. 

Figur 3. stellt einen senkrechten Kegel dar. a ist die be- 
jgrenzende Ebene, ß die begrenzende Kegelfläche. Die Potentialfläche ent- 
hält nur eine Doppelfläche (a^), welche in der Spitze des Kegels selbst 
eine Spitze hat 

Die Figuren 4. bis 7. stellen Körper dar, welche von zwei Kegel- 
flächen begrenzt sind. 

Figur 4.: Die Kegelflächen sind Rotationskegel, deren Axen ein- 
ander nicht treffen, oder Kegel, deren innere Fokalflächen keine gemein- 
schaftlichen Punkte haben. Die beiden Kegel schneiden einander in einem 
Zweige einer Curve der vierten Ordnung, durch welche die Potentialfläche 
geht Diese besitzt zwei Spitzen in den Mittelpunkten der Kegel. Die 
Potentialfläche trennt die Axen der Kegel oder deren Fokalflächen von ein- 
ander und von den bezüglichen Kegelflächen. 

Figur 5.: Die Kegelflächen schneiden einander in einer Geraden 
und einer Curve der dritten Ordnung, durch welche die Potentialfläche geht 

Figur 6.: Die Kegelflächen schneiden sich in einem Zweige einer 
Curve der vierten Ordnung; es treffen einander die inneren Fokal- 
flächen. Sind a und ß die beiden Kegelflächen, so gehen drei Doppel- 
flächen (/5a), (««), («/?j durch eine Linie; d. h. auf {aa) existirt eine 
Linie, an welche die Fläche {aß) von beiden Seiten sich anschliesst; das- 
aelbe gilt von der Fokalfläche {ßß). 

Femer gehen die Doppelflächen: (/ia), i««), («/5), ij^ß) durch einen 
Punkt, von welchem aus vier Linien, zwei auf (««), zwei auf {ßß) sich er- 
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strecken und diese Fokalflächen begrenzen; die Fläche (aß) enthält eben- 
falls diese Linien. Es kommen bei der Potentialfläche drei Doppelflächen 
in IBetracht. 

Figur 7.: Die Kegelflächen sind Rotationskegel, deren Axen sich 
schneiden; an Stelle der Fokalflächen (a«j und {ßß) treten die mit Masse 
zu belegenden Axen. 

Figur 8. stellt einen Körper dar, der von einer Ebene «, einem 
Cylinder ß und einem Kegel y begrenzt ist. Die drei Doppelflächen: (a/9), 
(/iy), (ya) kommen in Betracht und schneiden einander in einem Kreise, 
welcher die Doppelflächen begrenzt. 

Figur 9. stellt einen Körper dar, der begrenzt ist von einer Kugel- 
fläche a und einem Rotationskegel ß, und zwar liegt der Mittelpunkt der 
Kugel auf der Axe des Kegels, (ßß) ist die Axe des Kegels selbst, (aß) 
sehliesst sich im Mittelpunkt der Kugel an {ßß) an und zwar wird (ßß) 
Tangente daselbst sein. 

Figur 10.: Der Körper ist begrenzt von einer Ebene a, einem 
Cylinder ß und einer Kugel y. Die drei Doppelflächen kommen in Be- 
üacht und schneiden einander in einem Kreise. 

Figur 11.: Der Körper ist begrenzt von einer Ebene a, einem 
Cylinder ß und einem EUipsoid y, das so liegt, dass seine Fokalfläche 
parallel zu a ist In diesem Falle kommt ein ringförmiger Theil von (yy) 
in Betracht, (ßy) besteht aus zwei Zweigen, die einander treffen in der 
inneren Begrenzung des Ringes. Die Function üy wird durch den mittleren 
Theil der Fokalfläche fortgesetzt und verursacht ausserhalb des Ellipsoides 
eine Fläche («y), auf welcher (ßy) und {aß) einander schneiden. 

Aachen im März 1874. 
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dU Ani-^ttßr 



lese man lim -^^ = — 



^Udy ^(«_^(^_y) 



«=r^. 
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lieber Curven, deren Bogen ein elliptisches Integral 

erster Gattung ist. 

(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.) 



Im Abschnitt XI meiner Dissertation *) habe ich auf ein grosses 
Geschlecht von Cur\^en aufmerksam gemacht, deren Bogen sich als ellip- 
tisches Integral erster Gattung darstellen lässt Da sich dort aber nur eine 
ganz kurze Andeutung findet, und nur eine einzige Curve (dieselbe, deren 
Theilung in 7, 13, 19 und 31 gleiche Theile ich im 74. Bande dieses 
Journals Seite 307 behandelt habe) als Beispiel angeführt werden konnte, 
so will ich hier jenes Curvengeschlecht eingehender behandeln. 

Dabei wird es sich zeigen, dass die Formeln, die ich in dem Auf- 
satz „Wirkliche Ausführung der ganfszahligen MuUiplication der elliptischen 
Functionen'^ (dieses Journal Bd. 76 Seite 21) entwickelt habe, sich mit Er- 
folg anwenden lassen. In dieser Abhandlung hatte ich die Bezeichnungen 
von Herrn Weierstrass, so weit i(5h sie brauchte, erklärt, daher darf ich sie 
wohl auch bei den folgenden Untersuchungen zu Grunde legen. 

§.1. 
Wenn die rechtwinkligen Coordinaten einer Curve, x und y, ratio- 
nale oder algebraische Functionen von 



pn und p'u = y'^ip^u-g^pu-g:, 
sind, und 

dx'^ du" = rffi' = ^ r -^ 

wird, so ist der Bogen der Cuitc ein elliptisches Integral erster Gattung. 
Zu einem Geschlecht von unendlich vielen solchen Curven kommen wir 
durch folgende Betrachtungen. 

In der vorhin erwähnten Abhandlung über ganzzahlige Multiplication 
hatte ich eine Function f{u,e) benutzt, die definirt wurde durch die 



*) De curvis quarum arcus integralibus ellipticis primi generis exprimuntur. Berlin 
1870 bei Calvary. 



Kiepert, Cureen, deren Bogen ein elliptisches Integral ist. 305 

Gleichung 

f{u, r) = — ^= e*^", 

wobei 

2Xfo + 2fAc/ 2kti + 2fiff 

n ' n 

ist Der Kürze wegen wollen wir f(u) statt f{u, r) schreiben, sobald kein 
besonderer Werth von r hervorgehoben werden soll. Die charakteristischen 
Eigenschaften dieser Fnnction bestehen darin, dass 



(1.) A«+2cü) = e - f(u), f{u+2(ü') = e * f{u). 

Dnrch Differentiation der Gleichung (1.) überzeugt man sich, dass dieselbe 
charakteristische Eigenschaft auch den Ableitungen von f{u) zukommt, ja 
dass sogar für eine Function 



y=:rl x=l 

noch die Gleichungen 



yyg» . Uni 



(2.) y(ii+2cü) = c " y(ii), y(ii + 2ai') = e * y(ii) 
gelten. Daraus folgt 

d. h. ^7^ hat die beiden Perioden 2co und 2co' und lässt sich deshalb nach 

den Sätzen von Herrn Weierstrass auf die Form bringen 

vW _ p avaua(u — b^)a(u' -bj...a(u'-br)e(^'!-^^9n'^'' 
f(u) "~ a(ti— tJ)a(i* — a,)«'a(tt--a,)««...a(fi — Om)"»* ' 

wobei p und q ganze Zahlen sind und 

r = ai + a2 + '" + «,„, 

6i+*2H h*r = tJ + aia.+ OjOjH h ««.»«.+ 2p cü + 2jco'. 

Dies giebt 

Aehnlich kann auch die Umkehrung bewiesen werden, dass nämlich jede 
Function y(ii), welche der Gleichung (4) genügt, auf die Form 



y=m «»a^ 
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gebracht werden kann, wenn 

r = ai+«2H ha«, 

ist; da wir jedoch von dieser Umkehnmg in dem Folgenden keinen Ge- 
branch machen, so kann der Beweis fortgelassen werden. 

§. 2. 
Wenn wir jetzt setzen 

(5.) x+iy = y(ii), 
so wird 

dx + idy _ ^^, ^^^^ _ 

eine Function, die wir analog dem Vorhergehenden auf die Form 

bringen können. Dabei ist 

() = ai + a2+'" + «m+«» = r+m, 
Ci + C2+"- + c^ = («i+l)»i + («2+l)ö2 + -- + (am+l)«w+2pco + 2yai'+f>. 

Wenn wir nun mit Oy die zn a^ conjugirt complexen Grössen bezeichnen, 
so wollen wir die m Grössen ai, 02, ... a^^ und die Coefficienten c^y, deren 
Anzahl gleich 

ist, so bestimmen, dass die r+m Gleichungen 

<p'{a[) =0, Y{a[) =.0, ... 9)(^«-^^>(a;) =0, 

(7.) (9^'^^^ =^' ^"^^^) =^' • • • ^^'"•'"'W =«' 

befriedigt werden. Die Anzahl (r+m) dieser Gleichungen ist gerade so 
gross als die Zahl der verfügbaren a^ und c,„, von denen aber eine will- 
kürlich ist, da es nur auf das Verhältniss der Coefficienten c«,^ ankommt 
Dieser Ausfall wird aber dadurch ersetzt, dass wir noch über den Modul 
der elliptischen Function beliebig verfügen können. Wir haben also genau 
so viel verfügbare Grössen, als Gleichungen in dem System (7.) zu erfüllen 
sind. Sind aber diese Gleichungen erfüllt, so hat man nach passender Be- 
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stimmang der Constanten Ci 



(80 q>' («) = 774 4v-.T e^''''^-^^'"''^-^"-, also .??+ ^ = i 

wobei aus dem oben Gesagten folgt 






v=m 



oder 

(9.) i:{tty+l){a,-a,) = 2/>to + 29w'+f>. 

»'=1 

Diesen Ansdrack können wir noch etwas vereinfachen, indem wir r = — ^"^ ^^ 

n 

mit 2pa) + 2q(o' vereinigen nnd A statt np+l und ^u statt nq+fi setzen, 
dann wird 

(9«.) 2 (a,+l)(a,~aj = r = ^-^-- 

Diese Gleichnng (9*.) ist eine nothwendige Folge der Gleichungen (7.), ja 
sie kann sogar an die Stelle einer dieser Gleichungen gesetzt werden, wie 
sich in den ausgefttlirten Beispielen deutlich zeigen wird. 

Da die Grössen n, «^ und m alle positiven ganzzahligen Werthe 
durchlaufen können, so scheint auf dem beschriebenen Wege eine dreifach 
unendliche Schaar von Curven gefunden zu sein. Allerdings werden nicht 
alle Werthsysteme von n, a^, m wirklich solche Curven liefern, weil unter 
den Gleichungen (7.) solche vorkommen können, die einander widersprechen. 

Vermehrt man u um eine reelle Periode, sie sei 2(o, so geht 
y(fi) =x+iy über in 

Daraus folgt, dass die Cur\'e aus n congruenten Zweigen besteht, wenn 
/Li und n relativ prim sind; ist dagegen t der grösste gemeinschaftliche 

Theiler von fi und n, so besteht sie aus y congruenten Zweigen. 



Beispiele. 

§.3. 
m = 1^ a, = 1. 

Für m = 1, «1 = 1 wird 

39* 
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Durch ]»a.««ende Wahl de* Anfiutgswertheg von u können wir a rein ima- 
ginär machen, so da» wir ai statt a setzen können, dann wird aus Glei- 
chung 9*. 

folglich kt 

10.; x^i> = -c-^?^±^ 



o(4iii)o(if — at) 
wnd 

IL »'- =^^^ = >-h.»[«r+^C«+3aO-^(«-a.)]. 

r>i«e Fmiction wird nur f&v m^ai unendlich gross, nnd zwar nnendlicl 
grw* Ton der zweiten Ordnong. Die Gleichungen (7.) werden daher 

oder da nur die Klammergrosse 

# c 

mii ihrer Ableinuig tnr m=^-'ai rersch winden mass, 

Pie IW1^ite dieser Gleichnngen ist identisch erfttUt, weil wir bereits die 
Glcichnng ,9." befriedigt haben, indem wir — 4oi = r setzten, nnd die Glei- 
chrng ^9.' $cet» eiM der Gleichingen (7.) ersetzt Es bleibt daher nur 
noch ibrig. den Modil der elliptischen Function so zu bestimmen, dass 

wirU. Tm diew tniKri»ieitte Gleichung durch eine algebraische zu er- 
»efse«. VMMtvM wir die Fmcdou * 

#(■111) , . 



i$ ^icr t\4gt 

U Äww Gleicbii^ »M^hen wir n^y und « = «-1, also 

** V«<^ $^ f d«ir <kWtt enHÜinten Abhandlaiig tlber gaozzahlige MuItiplicatioD der 
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(13.) 






(^.) = (.-l)-^(l)+ 



Es sei nun 2co' die kleinste rein imaginäre Periode, dann ist 






n 



n 



n-l 



© = 



»-i 



Dies giebt, wenn /n eine gerade Zahl ist, 



(1B-.) ^(^.) = ^'/-4^(i)=(»-l)^(|)+ 



*-(t) 



(— 0»w.(^) 



oder 






Da nun aber nach Gleichung {T.) 

«, = ^^ = 2-^(4) 
sein soll, so muss 

(15.) v:-i(-f) = 

sein. 

Die Voraussetzung, dass fi gerade ist, können wir stets erfUUen, 
indem wir in 

*^""~^r~""""2;r' 

n statt 2» setzen. 

In der soeben genannten Abhandlung habe ich gezeigt, dass, wenn 
C, ein constanter Factor ist, 



Vn(«) = C, 



... 



^(-i)„ 



f"u p"'u . . . ^*^u 



. • • 



^(— »)« ^(»)« . . . ^p-»)« 



ist, nnd daraus folgt 
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v,;_i(«) = c,_, 



p"« 






• • • 



• • • 



in-7) 



jj^(-l)„ 






(«-2) 



jj;(")fl 



« 



. . . ^C2n-6)|| 



Dabei ist, weil wir fi gerade angenommen haben, j^(~|^) = J^(^— ) ^^^ 

Wurzel der Gleichung 

V/.(«) = 0. 

Wir haben daher aus den beiden Gleichungen 

V^, = und V'n-i = 

die Grösse p zu eliminiren, um den Werth des Moduls zu finden. 

Eine Vereinfachung dieser beiden Gleichungen ergiebt sich daraus, dam 

fp,n^l)u-^pn^ ______ ^ ___ 

ist, also 

Daher können wir die Bedingungen % = 0, vC-i = ersetzen durch 

(16.) vCi = 0, vCi = 0. 

Schliesslich haben wir noch zu untersuchen, welche Werthe u annehmen 
darf. Aus der Gleichung 

folgt, dass sich 



x + ty = c — >-y 4r-e"* = c 



e " 



.(>•" 



nur um einen constanten Factor ändert, wenn wir iLi+4n statt /n setzen. 

Setzen wir —/li statt ^w, so geht x+iy in rr— ly über, folglich sind 
alle Werthe von fi, die von einander verschiedene Resultate liefern, erschöpft, 
wenn wir setzen 

i>t = 2, 4, ... 2n-2. 



Natürlich können hierbei diejenigen Werthe von u fortgelassen werden, die, 
abgesehen von einem Factor 2, mit n noch andere Factoren gemeinschaft- 
lich haben, weil diese Fälle auf einfachere zurttckfUhrbar sind. 
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§• 4. 
« = 3. 

Bei » = 2 giebt es keinen passenden Werth von ,u , deshalb fangen 

wir mit » = 3 an, wo ju die Werthe 2 und 4 haben kann. 

Hier ist 

also die Bedingungsgleichnngen V'i = 0, v^i' = werden 

(17.) ^" = 0, ^'" = 12^ j^' = 0. 
p' (J^J kann nicht Null sein, weil p'u nur fllr halbe Perioden verschwindet 

Dies giebt 

folglich wird 

(18.) g, = 0. 
Für |t = 2 wird 

Wenn wir aber mit 2(Oi und 2(o^ die beiden complex conjugirten Funda- 
mentalperioden bezeichnen, so wird 



also 



co' = cO|— a>3, i;' = 171-1/3, 



3 j» ^a« IM AI ^ « 3 



_ c o(.u-to,+(o,)e ^ _ «r(w-«,-«,)e 

m 

wo Ci und C2 . . . constante Factoren sind, auf deren Werth es nicht ankommt 
Da nun w^ + cu, eine reelle Grösse ist, so ändert sich nur der Anfangspunkt 
des Bogens, wenn wir 

II = l«i + 0>i + C03 

setzen und nun Ui als den Bogen ansehen. Dann wird aber 

, . au. e * au.e ^ 

x+ty = c, ^ ^^ o.... =g3 .' 2^ 7^, 
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2a/ 



und wenn wir C3 = +^("3-) setzen, 



o{ -S-- lau, e ^ 



/2w'\ 
(19.) x + iy = + -^ -2Vx- - 

Für /u = 4 wird 

, . <y(u — 2«'V ^ aue ^ 

und wenn wir "» = —<' (-3-) setzen, 

o{u + -3 -; 

(20.) { 

Wir erhalten also, wenn u = 4 ist, ftir x—iy genan dasselbe, was bei fi=^2 
gleich x+iy war; d. h. fi = 2 und ju = 4 geben genau dieselbe Curve. 
Ans den Gleichungen (20.) folgt dann sofort 

ff (^ -g-jff*« 

und da ^(-5-) nach dem Vorhergehenden gleich Null ist, 

(21.) r' = - . 

Es sei nun ^] = 4;^ und ^ sei der Winkel, den der Radiusvector mit der 
Anfangsrichtung bildet, dann ist 

also 

cos St?' , , 8in3t9' _ , 

— -.-- = - i ^ «, -—. = + r- 
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Dies giebt die Gleichung der Curve 

irrf = sin 3*, 

oder wenn wir ^ = ^-f setzen, 

(23.) irrf = cos 3«. 

§.5. 

II = 5. 

Für n = 4 ist wieder keine solche Curve möglich, wir mttssen daher 
sogleich den Fall n = 5 hetrachten. 

Hier sind die beiden Gleichungen, aus denen der Modul berechnet 
wird, 

oder 

(24.) 8^'V"-^'V'"'+^"* = 0, 

(25.) F'V"^-^'(j^>'"-F"^)(F'^+3j^F") = 0. 
Dies giebt 

Sp'V = (fV" -^"')(«^W"+^"^) = (^>'"-F"')(V^+24^^>'')- 
Der Factor p'^'^—p"^ verschwindet nur, wenn u dem dritten Theil einer 
Periode gleich ist, folglich ist 

p'p''p"'+p'" = V*+2^>V' 
oder 

Sp" = -P^ip^p'^-p"'). 
Wir haben also 

W" == i^'p^'-p'") ip'p"'+p''') = -p"'{p'p'"-pn 

oder 

(26.) p'p"'+2p"' = 0. 

Aus den Gleichungen (24.) und (26.) folgt jetzt 

oder 

32^'V'' = 3^>"' = 432^V'*, 
also da p' nicht Null sein darf, 

(27.) 2p" = 27jj?'. . 

So erhalten wir aus den Gleichungen (26.) und (27.) 
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oder Tvenn wir g^ = o.79e^ setzen, 

(28.) sr, = -2^3.5e^ 0^3 = 5.796^, p(2ai) = 2c, p"(2at) = 2.3\e'. 

Daraus, dass p'^ = —2436^ wird, folgt, dass e positiv ist, denn p'(2ai) muas 
imaginär sein. Wir werden daher in dem Folgenden 3^^ statt e setzen, 
und erhalten dann 

1 g^ = 2^3^5.«^ g, = 3^5.79.«^ p (2ai) = 2.3.«^, 

(29.) p' (2af) = ± 3*.€^ t, p" (2af) = 2.3^£^ p'"i2ai) = ± 2^.3^.«* t, 

(j,^^(2af) = -21315.€«, ^^(2ai) = +2\3^5.7.«^i, p'^{2ai) = -.2*.y.5.11.€«. 

Dabei ist 2at = — -^^ und ju hat die Werthe 2, 4, 6, 8. 

Es sei jetzt 

— g(gQaf> 
^ "^ a(3ai) ' 

dann wird 

(^0) x\iu- ^(«0<« + 3ai)e«- ^ , ., _ a(aÖiF(ii-3a0e-- 
CÖU.; x+ty- o(3ai)oCu^at) ^ ^ «» - a(3ai)iF(u + aO 

Wenn wir in diesen beiden Ausdrücken Zähler und Nenner durch ou divi- 
diren, und sie mit einander multipliciren, so kommt 

(31.) x'+y' = r' = -^!^=^^. 

Wir wollen zunächst den Fall /i = 4 behandeln, dann ist 

und 

(32.) a:+>if-- r^^^^^ ^ ^^^ ^ ^ '''"^^'' r^-'\ ( ^-'\ ' ' 



(33.) r' = 






Nun ist 



und aus 



Kr)=K^)=8'. 
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folgt 

^(-5-) = ff'y-r) = ^' =2\3V^ = - 21* . 

Wir haben daher 



(34.) r» = *"* - y, = -g^ 



Ferner ist 



/2(»'\ / 6ca'\ /äw'N / , 4<»'\ 

<-5->) 'C" + -5-) "irs-J ''K* + -5-) 



» 



x—ty = 






Es ist aber 

<-5-> J 

eine Function, die für fi = -^ mit ihren vier ersten Ableitungen ver- 
schwindet. Dadurch lassen sich die Coefficienten c^, ß, y, ^ bestimmen, 
und wir erhalten 







Aehnlich findet man 



/ 2«'\ 



<rl-=— Jffu 



] 



(36.) 4| 2^^^;^ — e* | = ^'«(^ii-606*)-36i(10^'«+156'^+24666*). 

(-5-)' 



Es ist daher 

, , .„x5 _ p>i« d» -15«') - 27«*t(5|>« - 570 

{^-fty) - pr„(^„_60O + 3*i(10pV + 15*'|»«+2466«*) ' 

^ r-.-.--^»'- P'tt»» - 15«') + 27f »tCSyt« - 57e') 

(^ *9) — p'k(|,m_60«*)— 3««(^l()^'tt+15«V«+2466«*) ' 

40* 
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(38.) \t''''':f'- 



Der Kürze wegen führen wir folgende Zeichen ein 

p'uipu-GOe'), D = 3€(10^'ii+15€>ii + 2466O, 
so dasB also, wenn wir mit t den Winkel bezeichnen, den der Radiosvector 
mit der Anfangsrichtnng bildet, 

. t* AC-BD c . ^^ BC+ÄD 
f^co85l = ~^rp^i-, r*8m5/ = g.^^. 

wird. Dabei ist 

C«+D^ = 4{pu+lef, 

AC-BD = Vii--l()06^'«+10c^j^«-410e'^'ii + 44()0cV«+7354e* 

= - 2.3".e*+10.3«e*(^« + 7c)- 20.3 V (^»+7^)^ 

+ 530.3- e' ipu+lef- 240e {pu+ 7e)*+ 4 (^ »+ 7c)*. 
Nnn ist 

pu+7e pu-\-7e ' 

also 

Deshalb wird 

4r»co85/ = -6(l-r7+30(l-r7-60(l-.r7+H*(l-f^)^-.Y(l-O+4, 
oder 

(39.) ISf'cosö/ = 27r^*^-5r*-5r'+L 

Dies ist eine Gnrve vom zehnten Grade, wie sie durch Fig. A. veran- 
schaulicht ist 

In den beiden Fällen, wo ju = 2 oder ju = 8 ist, stösat man auf 
Widersprüche, während /u = 6 eine Curve liefert, die mit der eben ent- 
wickelten identisch ist 

§.6. 

»1 = 1, a, = 2. 

Jetzt ist 



also 



(40.) y'(«) = ^^±^ = cr{u-a)+c,n»-a). 
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Die GröBBen c, Ci , a, a' und der Modul der elliptischen Function sollen so 
bestimmt werden, dass * 






wird. Es sind daher folgende Grleichnngen za befriedigen 

f 1) tp' (a') = cf [a'- a) + c.^' («'- «) = 0, 

(41.) 2) y"(a') = er (o'-fl)+c.r («'-«) = 0, 

( 3) (p'" («') = c/"'f «'- a) + c^f^^a'- a) = 0. 

Die dritte dieser Gleichungen können wir durch die Bedingung ersetzen, 

(42.) 3(a-a)»« = ^^^ — 

Die beiden ersten Gleichungen dagegen geben fttr den Modul die Be- 
dingong 



(43.) 



= /'(a'-a)/'V-«) -/'"(«'-«) = 0. 



Beachten wir bei der Ausrechnung, dass 

ist, und nennen wir diese Function ¥{u)^ so wird 

r = ^A 

dabei ist 

Deshalb geht die Gleichung (43.) ttber in 

(43-.) F.F'+FT^F^ = 0. 

Auch hier können frir a wieder rein imaginär machen, indem wir den An- 
fangspunkt des Bogens passend wählen. Wir haben dann, wenn wir die 
kleinste rein imaginäre Periode mit 2qi' bezeichnen und 

i, = 4, ^ = 3 

setzen. 
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also 

x+iy = cr(u+^)+c,r(u + -^), 

während die Bedingungsgleichnng für den Modul 

wird. 

Femer ist 

/ 3(0' \ 

<• — 2~) 'V 






also 



Aus 

a ^ ' ff ''■''■ j/« 

folgt nan aber noch für t« = -5- 

dies giebt 

Wenn wir daher der Kürze wegen ^ statt 9\^r) ^^^ P^* ^^ setzen, so 
wird 

(45.) FF'+F'F^F' = |^"+^^.(p^e,)-(^^e,r = 0. 
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Dabei ist fp definirt durch die Gleichnng 

Dies in die vorige Gleichung eingesetzt, giebt 

8e,e, = (9 + 25)«^. 
Das untere Zeichen können wir nicht brauchen, weil wir dann 

hatten; es gilt also das obere Zeichen 

4e,Cj = 17^. 

Setzen wir e2 = 2, so wird wegen ei+C2+Cj = 0, 

e = -l+4i, e, = 2, e, = -1-4«, 

srj = -52, ^, = 136, 

Jetzt können wir auch leicht das Verhältniss von e und Ci bestimmen; es 
mttsste nämlich 

sein, oder da A(^) mcht Null ist, 

«<t)+4''(t)+^(^)] = ». 

also 

et— 6c, = 0, c = — 6cii. 
Wir haben daher 

(47.) x+i^y = c,[-6f/^(ti+^)+r(t,+^)]. 
Ausserdem ist aber auch 

(48.) x+ly = c^^i^^>^e% 

wobei 6 + e = co' wird. Aus der Zusammenstellung von Gleichung (47.) und 
(48.) findet man nun nach einigen Zwischenrechnungen 
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(49.) (^(*-t) = ~3 + 2A K^-t) = -3-2A 

^'(*- t) = ^'5-3 ,/5), ^(e- ^) = 4.-(6 + 3i/5), 

^ (6-c) = 1, pib+c) = 2, p{2b) = j(?(2c) = -23, 

^'(6-c) = 4fYö, ^'(6+c) = 0, ^'(26) = -^'(2c) = -100fy5. 

Zur vollständigen Bestimmung der betrachteten Curve führen wir die 
Function 

ein, die wir aber zum Unterschiede von der bisher benutzten Function f{u) 
mit (p{u) bezeichnen wollen. Wir haben dann 

(50.) ; ^^ ^ acci'ati ry- ^ 

|2y(^' = ^', y''=y*+6vH25. 
Femer findet man leicht 

r = p''-2p+2b+2ip' = (p''+^i(p(p'-^^>\ 
und deshalb 

(51.) f = <^'+2i>. 

Dass hierbei das Zeichen richtig gewählt ist, folgt daraus, dass die Ent- 
Wickelung nach Potenzen von u auf beiden Seiten mit u"^ beginnt 

Wir können jetzt [x + iyf durch (p{u) und (p'{u) rational darstellen, 
und zwar ist 

deshalb ist es nöthig, 

^«7« und _J^ ;L-^ Lß^,*' 

zu berechnen. Zu diesem Zweck bestimmen wir die Grössen 
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Wir wenden dabei die Formeln an, die ich für die Division der elliptischen 
Functionen gegeben habe. (Dieses Jonmal, Bd. 76, Seite 34.) 
Hier ist n = 2 und deshalb 

(52.) ^« = i^«-^ + — ^, ^(|) = 2^.«+|-+-^ 



A-+T 



ty 



Dies giebt flir «=-2' 

(53.) { \ _ _ ^ 

p'(^)= -^Ifb[2+2^b+i2 + }fb)}^l+yb] 

nnd für « = 2b 

(54) i^* = -23-10>/5+5(3+}'5)>/l+^, 

ip'6 = 10i[-44-20]/5+(25+ll|/5)/i+yl]. 
Der Kürze wegen wollen wir 

(55.) »/ 1+1/5 = r 

setzen, dann erhalten wir mit Hülfe dieser Ausdrücke 

e ^ = ty«-2(y5+2y)p«-2(10 + 3|/5+6y) 

= 2[i><^'-(|/5 + 2y)y'-5(2+]/5+2y)]; 
da nnn nach dem Vorhergehenden 

e'» = <p'-2i<p 



•©••" 



o 



ist, so wird, wenn c eine unwesentliche Constante bedeutet, 

(56.) c -^-e"^-=vT9 -13~8^o-4(2+|/5)y]+2iyy[(2+y)y^^ 



Aehnlich findet man 

c -" a^u ^^ = »«^'«-/(F»-2) 

= 2i(p(p'-')^(p^, 
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also 

(57.) c '^-^y^-^^V = 2i<p'-/9>. 

Jetzt setzen wir noch l+y = a und erhalten 

( 1 • ^2_ G-JrEi _ GK+EL , . BK-6L 

wobei 

ö = y«-(38+20|/5)9)'+25, H=/<p^', 

K=<//{<p'-a% I = 2yy[(2+y)y»+2-4]/6-3y]. 
Zunächst ist 

(x'+^)» = r« = ^;t|;, 

oder 

Setzt man ferner 

(x+iyf = x'-y*+2»ajy = r*co82/+iV8in2<, 
so kommt 

j (y' + «' t'ö) V cos 2« = y' [9)« + 1 13 + 4 1/5 + (24 4- 12 »/5) y | y* 
i + 1 1063 + 468 1/5 + (608 + 264 y/ö) y | y» - 26a«], 

(60.) (9*+ aV5)V sin 2/ = 2f<p [(y-l) 9*+ (13y-3) y*- «*(13y+3) 9)*- 25oT. 

Schliesslich setzen wir noch 

yH«75 = !-• 

und erhalten dadurch 

j r* = l+4>/5(4+2|/5-y)|-5ayr, 
(61.) (f»cos2/ = y'|[H-2y(12+3|/5-y)|+2ay(ll+9y5-4y)r-2y5a»y'f»J, 

(r'sin2f = 2j'VI[y-l-(18+2y)?-8a»(6+3>/5-2y)r+2/5«V'l*]- 

Es ist jetzt leicht, die Gestalt der zugehörigen Curve, wie sie durch Fig. B. 
dargestellt ist, aufzufinden. 



Kiepert, Curven, deren Bogen ein ellipHsches Integral ist. 323 

Es ist auch bei grösseren Werthen von a^ und » nicht schwierig 
die Bedingongsgleichnngen in algebraischer Farm au£zustellen , aber die 
Rechnungen, welche bei der Bestimmung des Moduls und bei der Fest- 
stellung der Curve erforderlich sind, werden sehr umständlich. Dennoch 
scheint die darauf verwendete Mtthe lohnend zu sein, ^a diese Rechnungen 
der Transformation der elliptischen Functionen zu Gute kommen. 

Freiburg L Bn, Juni 1874. 
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Extrait d'une lettre de M. Ch. Hermite de Paris 

ä M. Ld. F\ichs de Gottingue. 



. . • . J ai pris en effet ponr point de d^part Fint^grale smyante 

qui comprend les transcendantes hyperelliptiques , et dont je tire facfle- 
ment une ^quation lin^aire d'ordre n+1 analogue ä celle qui d^finit la fi^e 
de Gauss. 

Soit en effet 

puis 

on trouve ais^ment la relation: 

A^)di^+ nr'^^^) -rfiir-+ 1.2 f^ ^^) di^+- 

Or en snpposant les exposants /io, .t/i, ... //. positifs, le second membre 
s'^vanonit poura = Äu, «i, ... ä«, et si Ton convient de d^signer par Z 
Fune quelconque des n qnantit^s «i , ä2 , ... »n ^ les diverses integrales 

yV(a)(aJ-2)"^rfa, 

oü j'ai 6crit pour abr^ger 

I{z) = (a-.aoro-i(^^^^y-.-i...(^.^j/-«-i^ 

satisfont k l'^quation lin^aire sans second membre. Mais il est un autre 
point de vue qne celui de l'application de vos th^or^mes g^n^ranx sons 
lequel cette ^qnation me paratt encore offrir qnelque int^rßt. Ces rapports 
de la th^orie des fractions continues avec certaines ^qnations du second 
ordre que nous ont fait connattre les belies recherches de M. Heine et de 
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M. Christo ff'ely se trouvent en effet snsceptibles d'extension, et voos allez 
voir comment r^quation lin^aire d'ordre n+1 se lie aux modes noaveaux 
d'approximations simultan^es de plusieurs fonctions, dont j'ai donn^ an premier 
exemple en consid^rant les qnantit^s e"", e^', . . . (sur la fonction exponen- 
tielle C. R. 1873). Soit d'abord en effet, en snpposant m nn nombre entier 

positif: 

A'ü = i^i = ••==."« = «•+! 
et 

on sera conduit ä T^quation 

dont H solntions repr^sent^s par lea integrales: 

«0 

s'obtiennent comme il soit sous forme finie explicite. Dans la formale 
^l^mentaire 

oü 
je fais 



et observant qu'aox lunites z = s^^ z = Z la qaantit^ s'^vanonit, paisque 
la d^riv^e d'ordre m— 1 de /^(a) contient eneore le faetear ^(ä), j'en tire 
en n^gligeant an coefficient num^rique 

Soit poar abr^ger: 

on ponrra ^erire eneore 
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de Sorte qa'en d^signant par 4>i{x) Tintögrale 

qni est un polynöme entier en x d'nn degr^ inf(6rienr d'une \mt6 au degr6 
de ^{x)^ les expressions cherch^es 8ont: 

Cela po8^ on voit imm^diatement en revenant k rint^grale 

dont elles ont ^t^ d^oites, qn'elles donnent des d^veloppements snivant leg 
pnissances descendantes de la variable commenQant par an terme en 

i 
Les fractions de mSme d^nominateur 

0,(X) 0,(X) *«(») 



• • • 



repr6sentent donc les quantit^s 

/'•-*- = log^i*^, /•"-*-= log^::!*., ... /-_*_= log £ii?i. 



aox termes pris de Tordre 

i 

Ott si Von vent de Vordre de 

1 



afin de nous rapprocher de Tarithm^tique , et elles doivent 6tre regard^ 
comme analogues aox r^doites de la th^orie des fractions continnes. Ponr 
le mieox faire voir, supposons que 4>ix) repr^sente le polynöme le plus 
g^n^ral de degr^ mn; tous les coefficients se trouveront d^termin^ sauf an 
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factenr constant, en s'imposant pour conditions, que les d^veloppements 
snivant les poissances descendantes de la variable des n fonetioiiB: 

ne contieiment aucune des puissances 

i 1 1 



• • • 



a; ' ic' ' »"* 



Et si Ton d^signe les parties enti^res 'de ces produits qoi sont de degrö 
m«— 1, par 

*,(aj), ^2(x)y . . . *«(a:), 

on atteint pr^is^ment, mais sans la d^passer, Tapproximation qae nons avionB 
obtenne pour les quantit^ 

dont les d^yeloppements commencent par an terme en. 

i 

on voit donc que cette approximation est bien en effet de l'ordre le plus 
^ley^ possible, en snpposant 

J'achöverai enfin de mettre en ^vidence le lien de l'^quation difii6rentielle 
avec ce nouvean mode d'approximation des fonctions, en ^tablissant que 
4>{x) en est une Solution, et ce sera aussi en un point essentiel compl^ter 
son analogie avec le polynÖme X^ de Legendre. Remarquons ä cet effet, 
que, rien ne sp^cifiant ä l'^gard de Tint^grale 

«0 

le chemin suivi par la variable entre les limites z^^ Z, on est mattre d'in- 
troduire dans une des Solutions, teile que 

les d^terminations multiples du logarithme. Or on obtient ainsi de nouvelles 
Solutions, dont se tire imm^diatement, par diff^rence, le polynöme 4^{x). 
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Des r^sultats semblables aux pr^c^dents s'offrent dans des eircon- 
stances un peu moins simples, lorsqu'on fait la supposition snivante: 

et 

p = m + n+l^ 

m 6t&nt encore un nombre entier positif. L'^quation diff^rentielle est alors: 

A^)-£^ + («-*) Aa^) -^ - i(«»+«)(«»-»)r(*)-£lf 

^(i»+«)(m+»-l)(2«i-«+|)r(a?)-ra = 0, 



et eile admet pour Solutions les integrales: 

qui en op^rant comme plus haut se ram&nent k la forme 

Posons 

de Sorte que ^(s) soit un poljmöme entier de degr6 mn, la relation snivante 

met en evidence les integrales hyperelliptiques: 

que je vais exprimer par leurs ^l^ments simples. 

A cet effet et en consid^rant d'abord la premi&re, soit 

posons ensnite pour abr^ger 
et 

on aura comme eons^quence du th^or&me sur r^change de l'argument et 
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du param^tre: 



— +LA!o/ — -;^== — 



Qaant k la seconde on figare le polynöme entier: 

0(g)-0(g) 

eile se ramöne au moyen des r^nctions ^l^mentaires connnes ä nne com- 
binaison lin^ire de: 

[Z]u, [Z]i, ... [Z],-i 
et sera par cons^qaent de cette forme: 

y^0^^^_^ = [Z]._,.*»(x)-i'[Z]^,.*,(x)+...+[Z]„.*.(x), 

*i(a:), ^2{x)^ .,. *„(aj) ^tant des polynOmes entiers en a; de degr^ m»— 1. 
Ces r^sultats donnent la transformation cherch^e: 

dont Yoici les cons^quences: 

Remarquons d'abord que le premier membre condait, comme on le 
Yoit si Ton revient k Fexpression 

ä an d^veloppement snivant les poissances d^croissantes de o;^ commen^ant 

par le terme: 

_J 

Snpposons ensoite snccessivement: 
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en observant ä T^gard des relations ainsi obtenues, que le d^terminant: 

L^iji) L^iji • • • L*i-*»-i 

• • • 
« • • 

• • • 

[a«]<i [««]i • . • [«»j—i 

n'est point nul; on en conclut que le d^veloppement des n fonctions: 



<l>(x) r'XXx)dx , , . 
0(x) f' X,_,(x)dx . . . 



commence de mdme par le terrae , • C'est exactement ä Vögard des 
transcendantes : 









as— », 



db 



le r^nltat obtenu pour la qnantitö log , et il en rösalte que les int^- 

grales hyperelliptiques 

r* X^die f*X,{x)dx 






Bont reprösentöes par les expressions: 



r 



A,_t (x) dx 

im 



«»,(«) 



<l>.(x) 



anx qaantitös pr^s de Vordre: 



^'Z'^^)' -#)»'A^)' 



• • • 






m^^) 



1 



^(m-4)(ii+l)-»-l 



Belativement ä T^quation diffi^rentielle, je remarqne enfin que les Solutions 
donn^es en premier lieu par les quantit^s 



J (o? — ä)' 






ont iik mises ensuite sous la forme: 
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oü il est permis d'introduire les d<5tenninations multiples de rhit^grale 



r'ik-i(x)dx . 



et cette consid^ration pr^c^demment employ^e, conduit ä la nouvelle Solution 
porement alg^brique 



, , ou si Ion veut: — ' ,, - 



En remontrant ainsi, comme un ^l^ment n^cessaire de Tint^gration de cer- 
taines ^quations Unfaires, ces approximations des fonctions par des firactions 
rationnelles analognes aux r^dnites de la throne des fractions continues, j'ai 
du songer ä chercher ä leur ^gard un algorithme semblable ä la loi de 
formation de ces r^duites. Mais avant de m'engager ä cette voie et pour 
m'^clairer sur la question, je me suis propos^, dans le cas de ces ^quations, 
ä savoir 

^^'-l)# + 3x^-(«.'-l), =0, 

de tirer directement des integrales d^finies qui y satisfont, les relations 

81 Q fi r&rc cos x) 
propres aux fonctions X^ dans le premier cas, et aux quantit^s p== — - 

danB le second. Pour plus de g^näralit^, je remplacerai ces ^qoations par 
les snivautes: 

oüje suppose 

f{x) = (x-a)(x-Ä), 

de Sorte que les Solutions seront: 

a a 

Cela pos^, je pars de ces ideutit^s faciles ä former: 

42* 
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4 [Är= -2(-+i)[^]-+(»+i)(8-«-*),-£g:n 






+ (i»+l) 






+ i»(2aj— a— 6) 



(a? — «)"»-»■* 



^j_ J • H vient 
ainsi: 

+ (2,.+l)(2»-»-t) ^^^W^, +(«+!) ^/;i"W. ■ 
En int^grant entre les limites ^ = 0, s = b et posant 

on en tire la relation: 

C'est bien le r^snltat conna lorsqu'on snppose 

rix) = x'-i, 

pour le polynöme de Leg&tdre, mais on voit de plus qn'en faisant 

eile se partage en denx et que P„, comme l'a tronv^ M. Christoffel, satis- 
fait ä la m£me ^qnation. 

Je consid^rerai en second lieu les identit^s suivantes: 

d r r^+K^) 1 _ r9mj-l^/!nii£) 
+ (m+4)(2x-«-6)-^öl_+(«4.i)_I^;K^, 



(x — z)" 
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L'^limination de t \^ donne : 



+m(2m4-l)(2x-a-6) ^l_Jj,X, +m{m+l) ^l_J^^, . 
Int^grons de nonvean de z = a k s = b, on en d^dait en posant 

1.3.5...2m-iy (x-«)"'+' ~ *- ^^ *^"" 

a 

d'oü encore un r^sultat coimue dans le cas de 

Je viens maintenant au cas g^n^ral, en me posant cette qnestion: trouver 
un algorithme qui pennette de calculer de proche en proche, les tennes 
de cette s^rie: 

f ' J{z)dz f '/(z)f(z)dz n 4{z)f\z)dz 

oü je suppose 

Soit pour abr^ger 

et 

de Sorte que le terme g^n^ral devienne 






je remarquerai qu'en int^grant entre les limites jsi = ^ et is = Z^ les denx 
membres de cette identit^: 



on en conclut 



d r F(z) 1 ^ pFW . F^W 

Z*^ F(g) ^ _ Jl_ n¥\z)dz 
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et par suite, d'aprös la formale 

V, n ¥{z) dz y, /"^ f (g) da 

py «! — a, (a: — a)'' p »/ a — a, (aj — a)*" 

De cette mani^re rintegrale proposöe est d^compos^e en n+l autres qu'on 
peut reprdsenter par 

"2 FC») da 



/ 



»~f (a; — «>» ' 



^ d^signant successivement les racines a,j, «i, ... ä„, et il en sera de meme 
de celle-ci 

qui est le,tenne suivaut dans la sdrie, et qui aura pour ^l^ments les quantit^: 

J » — g (rr— a)P+i 

Or ce sont les dl^ments ainsi d^finis qui donnent lieu ä un Systeme de re- 
lations r^currentes, faciles k obtenir, comme vous allez voir, en suivant sans 
y rien changer en quelqne sorte, la m^thode que j'ai appliqu^e anx integrales 

(Sur la fonction exponentielle C. R. 1873.) 

Effectivement il suffira de d^montrer qu'on peut toujours satisfaire 
k la relation suivante: 

r F(z)f(iz) dz _ r e, (g) F(») dz _ B(z)F{z) 

J s_-f (a._:6)P+i - J /-(s) (x — »> {x-zy ' 

en prenant pour Q{z) et 0i(«) deux polynömes entiers du degr^ n, et c'est 
ce que Ton reconnatt sur le champ ; car la diff^rentiation donne apr^s avoir 

multipUe par ^^: 

et Ton a pr^cis^ment le nombre voulu de 2n + 2 constantes arbitraires, pour 
identifier les deux membres, qui sont des polynömes entiers de degrö 2i»4-l. 
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Ce point Stabil, j'observe, qu'eii supposant 

on obtient 

et que par suite 6iz) se d^duira de 0{z)^ qui restera seul ä d^terminer 
au moyen de la formule: 

Pour obtenir maintenant 6(2), apr^s avoir d^duit de la relation propos^e 
la eondition 

je r^crirai comme il suit 

et de cette forme nouvelle, je conclurai en remarquant que la fraction ' y 

n'a pas de partie entiöre, que le polyuöme eherch^ doit Stre tel que lei 
parties eutiöres de ces deux expressions: 

et 

coKncident. Soit donc ponr en faire le calcul: 

a:-»+F(») » + »»+»• + 

en posant: 

Ö(») = «oa"+Oi »""•+— + «„ 
nous anrona d'abord: 

+ «0«1 



«""*+«»<( 



Soit ensuite: 



+ «1»! 



,•—5 . 

• • • 



«— ' + 



(» 



3^^-^ = »-+/'.»"-' +P.«-' + -+/'^., 
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et nous obtiendrons les ^qnations suivantes, au nombre de it ä savoir: 

P2 = «2(«(I+W — 2) + «1 «1 + ^0*2, 
Pn-1 =* ««-l(«« + l) + «n-2«lH !-«„«,_ 2. 

EUes d^terminent de proehe les coefficients «j,, «i, a^, ••• ««-i, et quant 
k a. qni seul reste ä obtenir, c'est la condition pr^c^demment remarqu^e 

qui en donne la valeor. Revenant maintenant ä la relation: 

y 8_g (x-ä)»'+> y /•(») (a;-»)!' (« — »)?' 

noas en d^duirons d'abord: 

pnis eu d^composant *V en firactions simples 

r F(z)f{z) dz e.K) /•' F( 

y a-£ (x-*)''+> r(e.)y 2- 

r{z,)J z-z, 



z) dz 



+ 



«0 (« — «)' 

dz 



(«- zy> 



e.(g,) /• ' F(g) dg 

Mais on a 

et si Ton öcrit 0{x,l^) an lien de 0(«) afin de mettre en ^vidence Z, qvi 
entre, comme il est aia6 de voir, an premier degre dans Oi , au second dans 
«2, et ainsi de suite, nous obtiendrons sous forme enti^rement explicite: 

rinzm_ dz _ <. n f(z) dz 



I m i-\ r fi") dz 
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Je ne ferai point pour abreger d'applications de ee r^sultat, j'observerai 
sealemeiit qu'en conaid^raiit l'integrale 

J (x-2)"'+'*'*' 

on obtiendra pour les ^l^meuts de d^composition, l'expression suivante: 

r r-jz) dz _ fix) jj, p dz . 

n{x) et ITiix) ^tant des polyiiömeö entiera. On voit ainsi que le d^ve- 
loppement de l'integrale suivant les puissances d^croissantes de la variable 

commence par un terme en -^ , et il est facile de reconnaltre , que c'est 



X' 



Vordre le plus dlev^ qu'on puisse obtenir pour un degr^ donn^ de /7(aj). 
Quant au facteur 

x-r 

il se trouve amen^ par la relation 

qui definit n{x) k un facteur constant prös. 

Je termine, Monsieur, par une remarque sur Tint^grale 

(z — xy^dz 



^ ^ J /•»»+» (5) 



Cette integrale qui est une Solution de 

+ i(i»+2m)(fi^m-l)(«~m-2)r(^)^ + - = 

montre encore sous un nouveau point de vue, combien la g^n^ralisation des 
fractions continues alg^briques se lie ^troitement k la th^orie des ^quations 
diff^rentielles lin^ires. 

J'envisage la fraction rationnelle 

et je ddsigne les r^idüs correspondant aux diverses racines 9o, s^, ... 9^ 
du d^nominateur par 

I7„(x), /7i(ir), ... n^\x\ 
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Oes r^sidus, qui seront manifestement de» polynömes entiers eii x de m' 
degr^, auront une somme nulle, de sorte que Texpression snivante 

/7o(a:)log(a:-«o) + /7ifa?)log(x-«i) + ..- + /7,(a?)log(x-«J, 

se ram^ne k la forme: 

Cela po8^ nommons n{x) la partie enti^re de son d^veloppement snivant 
les pnissances descendantes de la variable. II est ais^ de voir qu'on aura: 

/"-T^ = ^.(^)logf^+/7,(a.)logf£^+...+/7,(x)logf=J-flr(x) 

Le Systeme des polynömes P. = /7;(a;) donne ainsi parmi tous ceux qui sont 
de m€me degr^ m, l'ordre d'approximation maximum pour la fonetion Unfaire 

or on a k leur ^gard ce th^or^me: 

Consid^rons l'^quation diff^rentielle adjointe de 

-i(m+»)(«i+«-l)(2»i-»+2)r(^)-£ä- = 0, 

dont les solations sont repr^sent^es par les integrales 

La d^riv^e d'ordre »—1 de cette ^quation adjointe sera pr^cis^ment r^quation 
pr^c^nte en ti et eile aura pour Solutions, d'une part la fonetion: 

rri{x)\og-^=^+n,{x)\og^^+-'+n^{x)^^^ 

et de Fautre, les polynömes: ITi{x)^ ni^ix)^ ... n^{x). 
Les Sables-d'Olonne (Vend^e) 10 octobre 1874. 
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Lettre de M. Ch. Hermite ä M. Borchardt sur la 

fonction de Jacob Bernouilli. 



...Je viens au öujet d'un memoire de M. Rctabe, sur la fonction de 
Jacob Bernouilli (tonie 42 de ce Journal, page 348) vous präsenter quelques 

remarques. Soient B (x) et ff{x) les coefficients de j-^ — x— et t-« — ö — tt 

dans le d^veloppement suivant les puissances croissantes de X de la fonction : 

j— p, de Sorte qu'on ait: 



e 



B"{x) = -^^-K'" +i(2m).ß,x""-'-i(2«i),B,cr'»-»+..., 

L'6minent g^omfetre donne parmi beaucoup de r^sultats entiferement nouveaux 
et d'un grand int^rßt, cette expression sous forme d'int^grale d^finie de 
B"{x) k savoir: 

Peut-fetre n'est-il pas inutile de remarquer que la proposition importante 
d^montr^e par M. Malmsten (sur la formule hu^ = ^«,— |A^ii^+--, tome 35, 
page 55) que ce polynOme ne change qu'une fois de signe, entre les limites 
X = , a? = 1 , est imm^iatement mise en ^vidence , dans l'expression de 
M. Raabe. Eflfectivement, Fint^grale 



f 



— X 



c"4-e"*--2co82«ir 



est une quantit^ essentiellement positive pour toutes les valeurs de x,^^ 
Sorte qu'entre les limites consid^r^es, B*\x) aura le signe du fa**®^ 
(— l)"*+'sin27ia?, et ne s'annuUera que pour x=^\. C'est ce qui m'a f*S*S^ 
k en rechercher une d^monstration directe, et en m6me temps k obt»^^^ ^^® 
expression analogue pour le polynöme W {x\ qui mettrait aussi er ^vidence 
sa propri^t^ caract^ristique, d'fitre toujours de mSme signe de a? - k a? = 1. 
J'emploierai dans ce but, la forme suivante que pren« 1* fonctioa 

43* 



340 Hermite, sur la fonction de Jacob Bernouilli, 

—r^ — 7 , en changeant k en 2ii; si Ton pose: 

^ . __ 8mA + sin(2ir--i)A 



on trouve en eflfet: 



. . coflÄ— co8(2ap— 1)A 

ipix) = -ö-^-S ^- 






et il en r^sulte que 5"(x) et B'[x) peuvent 6tre d^finis comme les coeffi- 

cientß de a i 2m ^* ^^ "T 2 2m 4-1 " ^*"^ ^^® d^veloppements de y (a?) 
et V^(x) suivant les puissances croissantes de l. La consid^ration de ces 
fonetions suffit d^jk pour d^montrer plusieurs des th^orfemes de Raabe, an 
moyen de ces relations enti^rement ^l^mentaires ä savoir: 

(p{\-x) = l-<p{x\ V^(l-x) = tpix), 

_. 8in(2wir-~l) — 

V{x) + <p{x+-) + '" + (p{x+--^~-) = \n + ^— **-, 

2 sin — 
n 

. , ., , C08(2fliP— 1) — 

V;(a.) + v(^+-)+-+vC^+-;r; = 2^ — -^ 

28m — 
n 

Mais c'est leur expression sous forme d'int^grales d^finies quil Importe 
surtout d'obtenir, et voici comment j'y suis parvenu. 

Soit f{e') une fonction rationnelle quelconque de e*, et: 

4>{x)dx, qui se d^termine fa- 
^^inent comme vous allez voir. Ayant pos^ d'abord: 



»— o ' C»— «) (» — o)«+' 
^ I ^ I ^1 I j ^ß 

+ 

en reunisBaiK dans la qnantit^ ^(a)» 1» partie enti^re ainsi que les fractions 
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i i 



en — , -T-, etc. s'il en existe, je remarqne que l'expressiou: 



.//u: 



peut se mettre sous cette nouvelle forme 



Ve^^a^ (e*-a)' "* ^ (e*--a)«+U 



Nous aurons eu cons^quence: 

+ 

et cette d^composition enti^remeut aualogoe k celle des fractions rationnelles en 
fractions simples, ram^nera en g^n^ral Tint^grale /^ {x) c(x ä la transcendante 
/-^— — , et rint^grale definie propos^e k la qnantit^ / -^— — Avant 

d'en chercher la valeur, je remarqne que la constante a doit 6tre suppos^e 
negative quand eile est reelle; on est ameu^ par Ik ä poser: a = — e^+% 
avec la condition que h soit compris eutre les limites —n et +71^ sans 
atteindre ces limites. Cela ^tant nous aurons: 






— » 



puis en rempla9aut x par ar+fl': 

— « — « 

et cette demi^re quantit^ se d^termine comme il suit 

Considörons l'int^grale d'une 
fonction quelconque effectu^e eu suivant 
le contour d'un rectangle ABCD, dont 
la base est sur Taxe des abscisses, 
Forigine ^tant au milieu de cette base, 
et faisons: OB=a, BC=^b. Si Ton d^- 
signe par ^{i) la fonction et par S 
la somme de ses r^sidus qui correspon- 
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dent aux valeurs de a, comprises k rintdiieur du rectaugle, on aura comme 
on sait: 

4>(x)dx+i/ <P{ix+a)dx — t <P{x-{'ib)dx—i/ 4>[ix'-a)dx = 2f7iS. 



U — ri (I 

iinz 



Cela ^tant, je fais *(ä) = ^7t-| ? et je suppose la hauteur b comprise entre 

n et 371, de manifere qu'k rint^rieur du rectangle, F^quation e'+l = n'ait 
que la racine z = in et *(«) le seul r^sidu — e""*". Faisons maintenant 
croltre ind^finiment la constante a; les deux quantit^s 4^{ix+a) et ^^dx — a) 
tendront ^videmment vers z^ro si m est inf^rieur en valeur absolue ä Tunit^, 
et Ton obtiendra: 

P"^ 4^{x)dx-n^ ^{x\%b)dx = -.21716'"^ 



— » — « 



d'oü: 

4^{x+ib) = , +2i7ie'"" = 4^^ 



— 30 



et par cons6quent: 



— » 



'+1 sinm;i 

Mais on peut poser : 6 = 27i — A , k 6tant compris entre — tt et + ti , et 
nous trouvons ainsi: 



/ 



— K 

Soit en second lieu: 



les constantes m et » ^tant moindres que Tunit^, de sorte que 4>{ix+a) et 
^»(ix'-'a) soient nulles pour a infini. En supposant b = n, la fonction pro- 
pos6e restera finie ä Tint^rieur du rectangle et Ton aura 5 = 0, d'oü par 
cons^quent: 

/+» /•+» 

4^{x)dx = / 4»{x-{'%n)dx. 



Mais nous avons: 
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et de cette expression r^sulte immediatement la valeur connne: 

5 — dx = nl — 7 



— X 



J'arrive maintenaiit ä mou objet eii appliquant les r^sultats qui pr^c^dent 
ä la d^termination de» iut^grales: 

/+ « e"''Binhdz x^+x ^^»1. _ e- ' "*)(^i + coa A) & 

e* + e-* + 2co8Ä 7 ~(e=-i)((r-+e-'+2co8A) 

»00 — X 

A r^gard de la premi^re, la relation: 

8inA ^ 1 [ 1 1 1 

donnera : 

/+* e"**8inÄd» __ 1 r e*"*^ e""^ "1 _ nsmmh 

c* + e-* + 2cÖbä "" ^ L 8mmfi ^ sinin nJ^ wamn 

—00 

Ponr la seconde j'emploierai la d^composition suivante: 

4t8mÄ(l + co8Ä) 2t8mÄ e'*+l «-^+1 



(c*— l)(e* + e-' + 2co8Ä) e^ — 1 * c*+'*+l e^-'^+l 

et nons en conclnrons au moyen des fonnnles: 

2neosmh 






— 00 



+0 (e>/tf — er"'') (1 + C08 ft) . _ C08mA-^c08m;g 
(c*-l)(c' + 6-^ + 2co8Ä) «* - ^ ginm« 



c--*-'*+l sin in n 

la valeur cherch^e: 

/ 

—00 

Eamenons encore ces integrales k avoir pour limites z^ro et rinfini, on 
obtiendra ces fonnnles: 

sinmA _ i f ^ (e""+e-'«)8inft . 
sinm^i "" nJ e* + e"* + 2co8A ^ 

cosiitA— cosifi 



sinnifi ~ «y («*— lX«' + «"* + 2co8Ä) *^ 

oü figurent des fonctions paires de la variable sons les signes d'int^gration. 

EUes donnent le r^sultat auquel je voulais arriver en faisant: ifi = — 

et Ä = 7i(l— 2a:), de sorte que l soit compris entre — ti et +7i et a: entre 
z^ro et ronite. H suffit en effet de remplacer % par m^ pour avoir: 
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^'^^)= -28rnV- " = -*^""^y (^--TK7- + e^ ^--2co82;,x) '^'> 

et Oll voit imm^diatement que le th^or^me de M. Ruabe se tire de la 
premi^re ^galit^ eii ^galant les coefficieiits de V'" daus les deiix membres. 
Mai» Oll parvient en outre ä ^tendre de la mani^re suivante, les impoilÄntes 
propoöitionö de M. Malmsten ä T^gard des polynomes B"{x) et B'ix). Re- 
marquaiit que les d^riv^es d'iiii ordre quelcoiique par rapport ä A, des deux 
integrales: 

r ^^'±^ —dz et /"- (e-+lXe^e^) . 

sont esseiitiellement positives si l est lui-meme positif , nous en concluons 

en effet, qu'en supposant X compris entre z^ro et ti, si Ton fait croltre x 

de z6ro k ronit^, les d^riv^es de la fonction (p(x) par rapport k l, seront 

toutes positives de a:=0 k a:=| et negatives de x=^ k a:=l, tandis que 

la fonction tff{x) et ses d^riv^es par rapport k X seront toujoiirs negatives 

de x = k x = l. 

Je rattacherai enfin les d^veloppements en s^ries de sinus et de co- 

sinns des arcs multiples de 2nx que Raabe k donn^s pour les fonctions 

ff\x) et B'{x\ k ces formules connues, et qui subsistent entre les limites 

a: = et a? = 1 : 

. . , , rBin2;ia; , 2Bin4;cx , 3sin6;sa; , T 

U suffit en effet poui* j arriver d'6galer les coefficients des m^mes puissanees 
de X dans les deux membres. 

Paris 1^^ novembre 1874. 
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Otto Hesse. 

(geb. den 22. April 1811, gest. den 4. August 1874.) 



Das verflossene Jahr hat aus der Reihe der deutschen Mathematiker 
in Otto Hesse einen Mann dnrch den Tod ausscheiden sehen, dessen Ar- 
beiten im Felde der analytischen Geometrie tiefe Spuren hinterlassen haben 
und einen bleibenden Fortschritt in dieser Disciplin bilden. 

Otto Hesse, einer der bedeutendsten Schüler Jacobi^ begann um das 
Jahr 1840 seine selbstständigen Forschungen. Dieselben waren im Lauf 
seiner Entwickelung gelegentlich auf Fragen der Algebra, der Variations- 
rechnung, der Mechanik, der Integration partieller Differentialgleichungen 
gerichtet, hauptsächlich und unausgesetzt aber auf die analytische Geometrie 
der Ebene und des Raumes. 

Ueber diese von ihm mit besonderer Vorliebe gepflegte Disciplin 
erwarb er vermöge der seltenen Gewandtheit, mit welcher er die Algebra 
der ganzen Functionen zu behandeln verstand, sehr bald eine allgemein 
anerkannte unbestrittene Herrschaft. Alle seine Abhandlungen sind überdies 
durch die Vollkommenheit der Darstellung, namentlich durch die Conse- 
quenz, mit welcher Symmetrie und Homogeneität der analytischen Ausdrücke 
durchgeführt werden, Muster mathematischer Eleganz. 

Unter der Reihe schöner Untersuchungen, welche er hinterlassen 
hat, will ich drei hervorheben, welche ihn am vollständigsten charak- 
terisiren und seinen Namen in der Geschichte der analytischen Geometrie 
verewigen. 

Seine lineare Construction des achten Schnittpunktes dreier Ober- 
flächen zweiter Ordnung, seine Bestimmung der Wendepunkte der Curven 
dritter Ordnung, seine Untersuchungen über die Doppeltangenten der Curven 
vierter Ordnung sind Meisterwerke, welche innerhalb der analytischen 
Geometrie ein neues Untersuchungsgebiet eröfGuet haben. 

In jeder dieser drei Arbeiten wird ein Problem behandelt, welches 
einer beschränkten Anzahl von Lösungen fähig ist und daher auf eine alge- 
braische Gleichung höheren Grades führt. Aber die Lösungen sind nicht 
unabhängig von einander. Nach den merkwürdigen Untersuchungen, welche 
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Jacobi über die Eliminationsresultante angestellt hatte *), bestehen Relationen 
zwischen den Lösungen, und die Finalgleichung der Elimination, auf welche 
man schliesslich geführt wird, igt eine Gleichung, welcher eine besondere 
Eigenschaft zukommt 

Ohne Zweifel war es Jacobi selbst, welcher Hesse auf diesen alge- 
braischen aus der analytischen Geometrie zu hebenden Schatz aufmerksam 
gemacht hatte. Aber es bedurfte eines seltenen Talents, einer unaus- 
gesetzten, coniäiequenten Arbeit, um auf dem bezeichneten, bis dahift noch 
unbekannten Felde Ergebnisse von solcher Tragweite zu gewinnen, 

Hessen Entdeckungen haben weitere Vervollkommnungen in den an- 
grenzenden wissenschaftlichen Gebieten zur Folge gehabt. Am deutlichsten 
tritt dies an seinen Arbeiten über die Wendepunkte der Curven dritter Ord- 
nung hervor, welche den Ausgangspunkt für die fundamentalen Unter- 
suchnogen des Herrn Aronhold über temäre Formen dritten Grades bilden, 
Untersuchungen, denen die Theorie der Invarianten eine so bedeutende 
Förderung verdankt 

Das mathematische Journal, welchem die Ehre zu Theil geworden 
ist, die meisten von Hessen Abhandlungen und namentlich die bezeichneten 
drei Hauptarbeiten in seine Spalten aufzunehmen, hat auch Hesse» letzte 
Arbeit, die das Problem der drei Körper behandelt, und zwar gleichzeitig 
mit den Denkschriften der MUnchener Akademie, veröffentlicht In dies» 
Arbeit, welche eine neue und durch ihre Symmetrie ausgezeichnete Dar* 
Stellung der La^an^eschen von der Pariser Akademie gekrönten Preissehrift 
enthält, ist ein das Resultat beeinflussender Irrthum untergelaufen, den öffent- 
lich zuerst Herr Serret besprochen hat Aus einem mit Hesse geführten 
Briefwechsel weiss ich, dass Hesse schon wenige Monate nach Veröffent- 
lichung seiner Abhandlung den Irrthum kannte. Meine Bitte denselben in 
meinem Journal zu berichtigen, ehe es von anderer Seite geschehe, blieb 
fruchtlos, wahrscheinlich, weil Hesse sich auf eine blosse Berichtigung nicht 
beschränken sondern damit die Veröffentlichung neuer Resultate verbinden 
wollte, die noch nicht in druckfertiger Form vorlagen. 

Was Hesse als Lehrer nach einander in Königsberg, Halle, Heidel- 
berg, München geleistet hat, davon geben seine zahlreichen Schüler ein 
beredtes Zeugniss. Noch weiter hat er seinen belehrenden Einfluss ausge* 



*) Bd. 14 p. 281, Bd. 15 p. 285 dieses Journals. 
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l)reitet und auf die Kenntniss der analytischen Geometrie in Deutschland 
befruchtend eingewirkt, indem er seine Vorlesungen über analytische Geo- 
metrie durch den Druck allgemein zugänglich machte. 

Diese ganze Seite seiner Thätigkeit möge an einer anderen Stelle 
gewürdigt werden, mir kam es vorzugsweise darauf an, den Lesern des 
Journals die unvergänglichen Ergehnisse ins Gedächtniss zurückzurufen^ 
welche die Wissenschaft dem Forscher Otto Hesse verdankt. 

Berlin, den 31. Decemher 1874. Borchardl, 



Druckfehler. 



Band 76. 

Seite 188, Gleichung (4.)x ^ ^ ^ ut jij ^ij-. 

o^w, /m \f statt „fi ^ v" lese man „fi und ^-f"* von v und v+1 ver- 

211, . (17.)' scöieaen. 

Band 77. 

Seite 161 Zeile 3 v. o. statt „yO" lese man „yl"*). 

161 - 1 V. u. statt „ha^ lese man „6a^. 

167 - 1 V. u. statt „grössere" lese man ,,kleinere". 

181 - 19 y. o. sind die unteren Indices zu streichen. 

221 - 6 y. u. yor und ist ein Komma zu setzen. 

224 - 17 y. o. statt y.q^a'' lese man „^a^". 
In Tafel III Fig. 2 sollten die Durchschnittspunkte zwischen den punktirten und glatten 
Linien nicht yerstärkt sein. 

Band 79. 

Seite 109, Zeile 3 y. u. statt „in a" lese man „in A"^. 

- 113, - 2 y. 0. statt „Berührungspunkte" lese man „Berührungscurye". 

- 119, - 4 y. 0. statt „(a^ay lese man „(a, «,„)". 

- 189, - 5 y. 0. statt „2" lese man „4". 



*) In einigen Abzügen schon verbessert. 
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